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Vorwort. 

Der  Urquell  aller  Mathematik  sind  die  gau/eu  Zahlen.  Dies 
verstehe  ich  nicht  bloß  in  dem  althergebrachten  Sinne,  daß  auch  der 
Begriff  des  Kontiuuums  sich  aus  der  Betrachtung  diskreter  Mengen 
ableitet.  Vielmehr  denke  ich  bei  diesen  Worten  an  Ergebnisse  neueren 
Datums.  Die  Beherrschung  der  Exponentialfunktion  von  der  Kreis- 

teilung aus,  die  Erfassung  der  elliptischen  Funktionen  mittels  der 
Modulargleichungen  lassen  zuversichtlich  glauben,  daß  die  tiefsten  Zu- 

sammenhänge in  der  Analysis  arithmetischer  Natur  sind.  Diese  Zu- 

versicht bat  heute  schon  Erfolge  gezeitigt.  Xiebtsdestoweniger  sind 
die  Theorien,  die  eines  Tages  solche  Ahnungen  in  Gewißheit  um- 

wandeln sollen,  noch  weit  davon  entfernt,  Gemeingut  zu  sein.  Außer- 
halb eines  engen  Kreises  deutscher  Mathematiker  ist  die  Zahlentheorie 

in  den  letzten  Dezennien  wenig  gepflegt,  wenig  gefördert  worden. 
Wie  mag  es  zugehen,  daß  so  Viele  von  den  eigenartigen,  durch 

die  Zahlentheorie  ausgelösten  Stimmungen  kaum  einen  Hauch  ver- 
spüren? Die  Schöpfungen  eines  Gauß  und  anderer  Großen  sind  zu 

erhaben.  Für  diejenigen,  die  nicht  nur  erbaut,  auch  ergötzt  sein 
mögen,  liegen  zu  wenig  leicht  einschmeichelnde  Melodien  in  dieser 
gewaltigen  Musik.  Vielleicht  ließen  sich  da  Anhänger  für  die  reinen 
Lehren  der  Arithmetik  eher  nach  der  JVIethode  der  Salutisten  werben. 

Von  solchen  Erwägungen  her  kam  ich  zu  einer  Art  Metamor- 
phose des  klassischen  Lehrgangs  der  Zahlentheorie.  In  einer  durchaus 

elementar  gehaltenen  kleineren  Vorlesung,  die  ich  im  Wintersemester 
1903/4  hielt,  rückte  ich  geometrische  und  analytische  Problemstellungen 
in  den  Vordergrund  und  drang  dabei  doch  ziemlich  weit  in  die  Theorie 

der  algebraischen  Zahlkilrper  ein.  Es  war  von  vornherein  meine  Al)- 
sicht  gewesen,  die  Vorlesung,  die  auch  vieles  neue  brachte,  zu  ver- 

öffentlichen. Die  Publikation  zog  sich  wegen  anderer  Arbeiten  hinaus. 
Herr  Dr.  A.  Axer,  einer  meiner  damaligen  Zuhörer,  hat  seinerzeit  mit 
großer  Sorgfalt  die  Vorlesung  ausgearbeitet  und  noch  ein  letztes  Kapitel 
nach  Aufzeichnungen  in  einem  Manuskrij)t  von  mir  angefügt.  Für 
seine  wertvolle  und  treue  Mitarbeit  bin  ich  ihm  zu  großem  Danke 
verpflichtet. 
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Erstes  Kapitel. 

Anwendungen  eines  elementaren  Prinzips. 
Die  Betrachtungen  dieses  Kapitels  werden  sich  auf  ein  einfaches 

Prinzip  stützen,  von  welchem  Dirichlet  seinerzeit  mehrere  tief- 
liegende Anwendungen  gemacht  hat;  dasselbe  lautet: 

Wenn  n  -\-  1  Dinge  auf  n  Fächer  irgendwie  verteilt  icerden,  so 
muß  es  darunter  mindestens  ein  Fach,  gehen,  icelches  mehr  als  ein  Ding 
aufnimmt. 

§  1.    Begriff  der  nächsten  ganzen  Zahl. 

Wir  stellen  uns  das  System  der  ganzen  rationalen  Zahlen  in  der 
üblichen  Weise  durch  eine  Skala  äquidistanter  Punkte  auf  einer  un- 

begrenzten Geraden  dar  (Fig.  1)  und  wollen  festsetzen,  daß  zu  jedem 
der  entstandenen  Intervalle 

von  der  absoluten  Läno-e  1  — i   h   1   1   1   i-lf — ^ — 

etwa  bloß  der   linke  End-  " 
Fig.  1. 

punkt     gerechnet     werde; 

dann  wird  jeder  Punkt  der  Geraden  in  ein  bestimmtes  Intervall  hinein- 
versetzt, so  daß  sich  zu  jeder  beliebig  vorgegebenen  reellen  Größe  a 

zwei  aufeinanderfolgende  ganze  Zahlen  Xq  und  Xq-\-  \  derart  eindeutig 
angeben  lassen,  daß 

Xq^u  <.Xq-\-  1     oder     0  <  a  —  a'^  <  1  (1) 
wird.  Die  Zahl  x,  die  nach  Unis  nächste  Zahl  von  a.  heißt  die  größte 
ganze  Zahl  in  a  und  wird  nach  Gauß  mit  [«]  bezeichnet. 

Zählt  man  dagegen  zu  jedem  Intervalle  dessen  rechten  Endpunkt 
und  den  linken  nicht,  so  gehören  eindeutig  zu  jedem  beliebigen  a 

zwei  ganze  Zahlen  x^  —  1  und  x^,  derart,  daß 

x^  —  \  <i  a  <  x^     oder     0  <x^  —  a  <C\  (2) 

ist;  x^  ist  dann  die  nach  rechts  nächste  ganze  Zahl  von  a. 
Xq  und  x^  sind  offenbar  die  Endpunkte  eines  Intervalles,  den  Fall 

ausgenommen,  wo  a  eine  ganze  Zahl  ist  und  sonach  Xq  und  x^  in  a 
zusammenfallen. 

Minkowski,  diophaut.  Approximationen.  1 



2  I.  Anwendungen  eines  elementaren  Prinzips. 

Es  ist  weiter  evident,  daß  a  entweder  eine  ganze  Zabl  ist  oder 
von  einem  und  nur  einem  Endpunkte  des  Intervalls,  in  welchem  es 

liegt,  um  weniger  als  .V  absolut  entfernt  ist  oder  von  jedem  der  End- 
punkte um  ̂   abstellt.  Sonach  existiert  zu  a  immer  eine  ganze  Zahl  x 

derart,  daß 

,  -^  -  «  L<  i  (3) 

wird;  sie  ist  eindeutig  bestimmt,  bis  auf  den  Fall,  wo  a  +  ̂   ganze 

Zahlen  sind  und  j:  also  zweier  Werte  fähig  ist;  sie  möge  die  ab- 
solut nächste  oder  kurzweg  die  nächste  ganze  Zahl  von  a  heißen. 

§  2.     Aiiuäherung  an  eine  beliebige  reelle  Größe. 

Ist  a  eine  beliebig  gegebene  reelle  Größe,  y  eine  positive  ganze 
Zahl,  so  gehört  nach  dem  zuletzt  Gesagten  zu  ay  eine  ganze  Zahl  x 
(unter  Umständen  gehören  dazu  zwei  Zahlen  x)  derart,  daß 

I  X  —  all  I  <  ̂,-     oder        «  i  <  2^  (4) 

wird.  Die  letztere  Ungleichung  besagt,  daß  zu  a  sich  eine  rationale 
Zahl   mit   dem    Nenner  y  derart   angeben  läßt,    daß    der   Unterschied 

zwischen  letzterer  und  a  dem  Betrage  nach  die  Größe         nicht  über- 

2y 

schreitet.  Auf  diese  Weise  kann  man  der  Größe  a  durch  rationale 

Zahlen  beliebig  nahe  kommen,  indem  man  nur  y  groß  genug  wählt. 

Zu  einer  Verstärkung  dieser  Annäherung  führt  die  folgende  Über- 

legung: Wir  teilen  das  Intervall  Ol  in  ̂   gleiche  Teilintervalle  (^>2), 
die,    wenn   wir  zu   einem  jeden  dessen  linken  Endpunkt,  nicht  aber 

den  rechten   zählen,   unter- 
hi   i   >-   h   1   1   1   1     einander  vollständicro-etrenut •^      i        %       ̂   izs     ?-/     ̂     ■  ■     ■ 

X     T"          sind  und  in  ihrer  Gesamtheit 
die  ganze  Strecke  Ol,  zu 

welcher  ebenfalls  bloß  der  linke  Endpunkt  0,  nicht  aber  der  rechte  1 
zu  zählen  ist,  zusammensetzen  (Fig.  2).  Sonach  muß  jede  in  diese 

Strecke  fallende  Größe  S  eine  und  nur  eine  der  folgenden  Unglei- 
chungen erfüllen: 

0<£<|,     \^<l<\,      ,     '7'<|<1.  (5) 
Es  sei  nun  x  die  nach  rechts  nächste  ganze  Zahl  von  ay. 

0  <  a:  —  a/y  <  1; 

dann  muß  x  —  ay  einer  der  Ungleichungen  (5j  genügen.  Wir  lassen 
y  die  Werte  0,  1,  2,  •  •  •,  ̂  durchlaufen;  da  die  so  entstandenen  /  -f  1 

Größen  ./■  —  ay  in  den  t  Teilintervallen  Unterkunft  linden  müssen,  so 



und  a  fortiori 

I  X 

§  2.  Annäherung  an  eine  Größe.     §  3.  Anwendung  auf  lin.  Dioph.  Gleich.       3 

wird  es  nach  dem  au  die  Spitze  dieses  Kapitels  gestellten  Prinzip 
mindestens  ein  Teilintervall  geben,  welches  mehr  als  eine  dieser  Größen 

aufnimmt.  Ein  solches  sei  etwa  das  /<-te  und  x'  —  aij,  x"  —  ay"  seien 
zwei  von  den  in  dasselbe  fallenden  Größen;  dann  ist 

—^^x-aij<^,     -y£x-ay<~- 

Hierbei  sei  tj"  >  y.    Aus  diesen  Ungleichungen  folgt  durch  Subtraktion 

-  Y  < ^" -  ̂ ' -  «  {y" -y)<\- Wird  hier 

x"  —  x'  =  X,      y"  —  y  =^  y 

ge.setzt,  wobei  y  offenbar  eine  der  Zahlen  1,2,  ■■  -^t  ist,  so  hat  man: 

I  1  ^'   X  I  1 
X  —  all  \  <  —     oder       ̂    a  i  <  — , 

•^  '        '  y  ty^ 

<¥-■  («) 

Diese  Formeln  liefern  das  folgende  Theorem: 

I.  Zu  eine)-  heliebigen  Größe  a  imd  einer  ganzen  positiven  Zahl  t 
läßt  sich  mindestens  ein  Paar  von  ganzen  Zahlen  x,  y,  deren  letztere 

in  den  Grenzen  1,  t  liegt,  derart  angehen,  daß  \x  —  ay\  <C  1/t  wird. 
Hiermit  ist  eine  rationale  Zahl  x/y  gewonnen,  die  der  Größe  a 

um  weniger  als  1/y^  absolut  nahekommt,  welche  Annäherung  von 
stärkerer  Ordnung  ist  als  die  vorherige. 

§  3.     Auweiidnug  auf  lineare  Diophaiitische  (rleichuiigeii. 

Es  seien  H,  S,  r,  s  positive  ganze  Zahlen,  R/S  =  r/s  und  zwar  so, 
daß  mittelst  r  und  s  dieses  Verhältnis  in  kleinstmöglichen  ganzen 

Zahlen  ausgedrückt  ist,  alsdann  liefert  das  letzte  Theorem  einen  ein- 
fachen Existenzbeweis  für  die  Losungen  der  linearen  Diophantischen 

Gleichung 
sX-rY=l.  (7) 

Für  s  =  1  liegt  die  Lösung  X  =  1,  Y  =  0  auf  der  Hand;  denken  wir 
uns  daher  s  >  1.  Auf  das  erwähnte  Theorem  bezugnehmend,  setzen 

wir  a  =  r/s,  ̂   =  s  — 1;  dann  gibt  es  einen  Bruch  x/y,  wobei 

\  <y  ̂ s  —  l,  Avelcher  der  folgenden  Ungleichung  genügt: 
1 

< {s-\)y 
oder 

\sx  -  ry   <  1  +^._i  , 

1* 



I.  Anwendungen  eines  elementaren  Prinzips. 

oder  auch,  da  1/(^—1)  höchstens  den  Wert  1  hat,  links  aber  eine 
ganze  Zahl  steht: 

I  sx  —  ri/    <^  1. 

Die  links  stehende  Größe  muß  also  entweder  =  0  oder  =  1  sein; 

ersteres  kann  nicht  stattfinden,  da  r/s  in  kleinsten  Zahlen  ausgedrückt, 

hier  aber  j/  ̂s  —  1  ist;  daher  gilt  notwendig 

\sx  —  ry\  =  1, 

oder,  wenn  e  das  Vorzeichen  der  Zahl  sx  —  nj  bedeutet: 

£{sx  —  ry)  =  1. 

Hiermit  ist  aber  eine  Lösung  der  vorgelegten  Gleichung  gegeben, 
und  zwar: 

X=sx,     Y=sij.  (8) 

Wird  nun  R  =  dr,  S  =  ds  gesetzt  und  (7)  mit  d  multipliziert,  so 

zeigt  sich,  daß  d  eine  ganze  Zahl  sein  muß;  d  heißt  der  größte  ge- 
meinsame Teiler  von  B  und  S,  und  r  und  s  heißen  teilerfremd. 

+  1 

-  0 

a-1 

--/ 

Fig.  a. 

§  4.     Zirkulare  Anorduuiig-  von  Iiitervalleu. 

Wir  zeichnen  (Fig.3)  neben  der  Zahlengeraden  einen  die- 

selbe im  Nullpunkte  berührenden  Ki'eis  vom  Radius  1/2  ;t  und 
denken  uns  beide  Aste  der  Geraden,  den  positiven  und  den 

negativen,  in  entgegengesetzten  Richtungen  um  den  Kreis 

gewickelt.  Sodann  bildet  sich  jeder  Punkt  a  der  Geraden  in 

einem  Punkte  h  der  Kreisperipherie  ab;  /;  ist  dann  zu  gleicher 
Zeit  Abbild  aller  Zahlen,  die  sich  von  a  um  eine  ganze 

Zahl  unterscheiden.  So  bilden  sich  die  ganzen  Zahlen 

selbst  alle  im  Nullpunkte  0  ab.  Der  Bogen  0?>  stellt, 

in    positiver  Richtung  gemessen,  die  Größe  a  —  \a\  dar. 

Die  durch  eine  solche  Abbildung  gewonnene  An- 
ordnuncr  des  Kontinuums  aller  reellen  Werte  länffs  der 

Peripherie  eines  Kreises  wollen  wir  die  zirlmlare  Anord- 
nung des   Kontinuums  nennen. 

Es  seien  t  Größen  n^,  a^,  ■  •  ■,  (f^  {t  ̂   2)  durch  Punkte 
auf  der  Geraden  gegeben.  Wir  l)ilden  dieselben  auf  den 

Kreisumfang  in  der  obigen  Weise  ab  und  bezeichnen  die 

Abbilder  in  der  Reihenfolge,  wie  sie  entlang  der  Peri- 

pherie vom  Nullpunkte  ab  in  positiver  Richtung  auf- 

treten, mit  />,,  /^2>  ■  ■  ■>  ̂ n  eventuell  zusammenfallende 
Punkte  sollen  in  dieser  Folge  nebeneinander  stehen.  So- 

dann wird  es  unter  den   Bogenstücken 



§  4.     Zirkulare  Anordnung  von  Intervallen. 

in  welche  der  Kreisumfang  zerfällt,  mindestens  eines  geben,  das  die 
Länge  1/t  nicht  überschreitet;  so  sei  etwa 

0£arch,_,h,£^.  (9) 

Für  das  Ideinste  aller  Bogenstücke  wird  in  dieser  Ungleichung  rechts 

sicherlich  nur  das  Ungleichheitszeichen  gelten,  außer,  wenn  alle  Bogen- 
stücke gleich  lang  sind  und  sonach  für  alle  das  Gleichheitszeichen 

gilt.  In  dem  ersteren  Falle  seien  a,  a"  jene  von  den  gegebenen 
Größen,  welche  sich  in  h^_^  resp.  h^  abbilden;  dann  ist 

arc  Ohf^_^  =  a  —  [a'J,     arc  06^  =  a"  —  [«"], mithin 

arc  hf^_^  h^  =  a"  —  a  -\-  [rt']  —  [«"]; 

es  existiert  somit  eine  ganze  Zahl  x  =  [«']  —  [öt"],  welche  der  Un- 
gleichung 

0<^a"-a+x<~  (10) 
genügt.     Im  zweiten  Falle  haben  wir: 

arc  ?>._!?>.  =  ---     (i  =  1,  2,  3,  •  •  -,  t;  \  =  h,),  (H) t 

daher  für  beliebige  i,  k: 

arc  b,  hj.  = 

und    in    der    Folge    für    beliebige    zwei    «',  a"   unter    den    gegebenen Größen  a: 

worin  l  eine  jeweils  bestimmte  nicht  durch  t  teilbare  ganze  Zahl  be- 
deutet. 

Diese  Betrachtung  liefert  somit  den  Satz: 

II.  Unter  t  beliebig  gegebenen  reellen  Größen  a^,  a^,  •  ■  •,  ci^  gibt 

es  entiveder  mindestens  ein  Paar,  a',  a",  welches  bei  entsprechend  ge- 
wähltem ganzzahligem  x  die   Ungleichung 

0  ̂   a"  —  a'  -f-  Ä'  <  -T- 

erfüllt,  oder  es  gehört  zu  jedem  a    ein  a"  derart,  daß  bei  jedesmal  ge- 
eignet gewähltem  ganzzahligem  x 

a"-a+x  =  ̂   (13) 
tvird. 
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Nimmt  man  speziell  a^^i  =  ay(y  =  0,  1,  2,  ■  ■  ■,  f  —  1)  an  und  be- 

zeichnet die  dem  a  bzw.  a"  entsprechende  Größe  mit  ay'  bzw.  (iy'\ 
80  geht  die  Ungleichung  (10)  in  die  folgende  über: 

O^x  —  a  (y  -y")<  f-, 
oder,  wenn 

y'-y"=y     (- (f-l)  ̂ y  <:t-\  ,  y  ̂  0) 
gesetzt  wird: 

0^x-ay<]-,  (14) 

und  wenn  man  hier,  so  oft  y  negativ  wird,  die  Vorzeichen  umkehrt, 
wie  folgt: 

0^-x-a{-y)>-^,  (15) 

hernach  —  x  durch  x,  —  y   durch  y  ersetzt,    so    lassen    sich   die   Un- 
gleichungen (14),  (15)  in  die  eine 

\  X  —  ay    <—  {\'o) 

zusammenfassen,  wobei  y  eine  positive  Zahl  <it  —  1   ist. 
Der  Fall  ( 12)  hingegen  erfordert  hier,  wo  unter  den  gegebenen 

Zahlen  ay  jedenfalls  die  Null  vorkommt,  daß  alle  t  —  1  anderen 
Zahlen  ay  gebrochene  Zahlen  sind,  aber  at  ganz  ist,  woraus  folgt, 
daß  a  selbst  ein  nicht  reduzierbarer  Bruch  vom  Nenner  t  ist;  und  in 
diesem  Falle  findet  die  Gleichung  (13)  statt,  welche  hier  die  Form 

oder 
«?/  =  |,     (-(^-1)^^^^-1,  .'/  +  0) 

x-ay    =^\,     {l^y£t-l)  (17) 

annimmt.  Der  Satz  II  sagt  sonach  im  Falle  a^^i  =  ay  (y  =  0, 1,  2,  •  •  -,  t —  1) 
im  Wesen  dasselbe  aus,  was  der  Satz  I,  nur  mit  dem  Unterschiede, 

daß  die  obere  Grenze  des  y  dort  f,  hier  t  —  1  ist,  ferner,  daß  anderer- 

seits '  X  —  ay  \  dort  immer  unterhalb  1/t  herabgedrückt  werden  kann, 
hier  aber  nur  bis  auf  den  bezeichneten  Ausnahmefall,  in  welchem 

Ix  —  ay  \  =  l/t  ist. 

§  5.    Angenäherte  Darstellung  zweier  Größen. 

Um  eine  gleichzeititje  Annäherung  durch  Brüche  mit  gleichem 
Nenner  an  zwei  gegebene  Größen  a,  h  anzubahnen,  nehmen  wir  eine 
ganze  Zahl  e  an,  bezeichnen  mit  x  bzw.  y  die  nach  rechts  nächste 
ganze  Zahl  von  az  bzw.  1)2,  so  daß  also 

0  ̂   a;  -  «ir  =  ̂   <  1 ,     0  ̂   .V  —  ̂'^  =  '/  <  1 



§  5.     Angenäherte  Darstellung  zweier  Größen. 

ist,  imd  teilen  die  Strecke  Ol  ebenso,  wie  im  §  2,  in  ̂   gleiche  Teil- 
intervalle,  so  daß  dann  ̂   wie  1]  für  sieh  je  einer  der  Ungleichungen 

o<«<| 
t     =^    1]^     t 

t         —   7] 

g?j<-Siai^i<4SfS^i<y »^f<^ 

4f5?<% 

i'f 

Fig.    J. 

genügen.  Lassen  wir  nun  z  die  Werte  0,  1, 

2,  •  •  •,  t^  durchlaufen,  so  entspricht  jedem  z  ̂ <:^</ 
ein  bestimmtes  Größenpaar  |,  i]  und  hiermit 
eine  Kombination  derjenigen  zwei  unter  den 
bezeichneten  Teilintervallen,  in  denen  die  betreffenden  |,  ?/  bzw.  lieoren. 
Da  nur  f  verschiedene  solche  Kombinationen  möglich  sind,  z  aber 
f  -\-  1  Werte  annimmt,  so  muß  es  mindestens  eine  Kombination 

geben,  welcher  zwei  Werte  von  z,  etwa  z',  z"  entsprechen,  so  daß  die 
zugehörigen  Werte  |',  |"  einerseits  und  r(,  rf  andererseits  in  je  ein 
und  dasselbe  Intervall  fallen.  Es  seien  dies  das  h-ie  resp.  /.-te  Inter- 

vall (Fig.  4);  dann  haben  wir: 

h  -1  ̂   .^1      ,        1  ̂   h 

^     £^  =^x       az  <  ̂   , 

A-  -  1     .     , 

-i/<}, 

h  —  l^  i.11          II             II   ̂   h 

-^—^1    =x   -az    <y, 

k  —  l^ii 

T  <''  =y 

-6/'<| 

woraus  durch  Subtraktion 

—  ~<x   —x—a{z  —  z)<Y, 

-\<v"-y'- 
-h{z--,-] 

folgt,  oder,  wenn 

x"—x'  =  x,     y" — y'  =  y,   z"  —  z  = 
z 

gesetzt  werden: 

\x  —  az\<Y, ij-hz\<—, 
wobei 

ist,  —  oder  auch 
X               ^   1 

und  a  fortiori 
X                        .     1 

\  z           \       ̂ ^ 

(18) 

(19) 

Hiermit  ist  das  folgende  Theorem  gewonnen: 

TIT.    Zu  zwei  beliebig  vorgegebenen  Größen  a,  b  und  einer  ganzen 

positiven  Zahl  t  lann  man  immer  mindestens  eine  in  den  Grenzen  1, 
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t^  gelegene  ganze  Zahl  z  und  dazu  zwei  andere  ganze  Zahlen  x,  y  der- 
art angeben,  daß  gleichzeitig  die  Ungleichungen  hesteheti: 

\x  —  az\<  ̂   ,        V  —  hz  !  <y 

Hierdurch  sind  also  rationale  Zahlen  xjz  und  yjz  gewonnen,  die 

den  CTrößen  a  und  h  bzw.  um  weniger  als  Ifz^  absolut  nahekommen. 
Man  sieht  ohne  weiteres,  wie  dieser  Satz  auf  beliebig  viele  ge- 

gebene Größen  ausgedehnt  werden  kann.  In  der  allgemeinen  Fassung 
lautet  er,  wie  folgt: 

Iir.  Zu  n\  gegehenen  Größen  «j ,  a^,  .  .  .,  a„  und  einer  positiven 

ganzen  Zahl  t  kann  man  immer  mindestens  eine  in  den  &renzen  1,  t" 
liegende  ganze  Zahl  z  und  dazu  n  andere  ganze  Zahlen  x^,  x.^,  .  .  .,  a-,, 
derart  angehen,  daß 

1  '  X-  \  1 

x^  —  a^z  I  <  --   und  a  fortiori     -'-  —  a-  I  <   j- 

1  +  - 

(20) 

{i=  1,  2,  3, .  .  .,  n) 
wird. 

Wir  wollen  die  Ungleichungen  (18)  unter  Hinzufüguug  des  Gleich- 
heitszeichens zum  Ungleichheitszeichen  folgendermaßen  schreiben: 

I  tx  —  atz  1^1,     \Jy  —  htz  I  ̂  li 

und  gemäß  (19) 

als   dritte   Ungleichung  hinzufügen;   dann   läßt   sich   das   Theorem  III 
so  formulieren: 

ni".    Es  gibt  mindestens  ein  System  von  ganzzahligen  Werten  x,  y,  z, 
die  nicht  alle  gleichzeitig  verschivinden  und  den  drei  linearen  Formen 

l  =  tx  —  atz,     t]  =  ty  —  htz,     ̂   =  ̂   z  (21) 
mit  der  Determinante 

t,     0,     —  at\ 

0,     t,     -ht 
0,    0,      j. 

1 

Werte  erteilen,  deren  Beträge  die  Einheit  nicht  übersteigen. 

Dieser  Satz  ist  bloß  ein  Spezialfall  eines  viel  allgemeineren 
Satzes,  welcher  den  Gegenstand  der  nächstfolgenden  Paragraphen 
bilden  soll. 



§  6.     Satz  über  drei  ternäre  lineare  Formen. 

§  6.     Satz  über  drei  ternäre  lineare  Formen. 

Der  allgemeine  Satz  lautet: 

IV.    Zu  drei  reellen  linearen  Formen  dreier   Variahein, 

i,  =  ax  -{-  hy  -)-  cz, 

n  =  ax  +  b'y  -f  c'2,  (22) 

^  =  a'x  +  h"y  +  c'z, 

mit  der  Determinante  1    lassen  sich  immer  ganzzahlige   Werte  x,  y,  z, 
die  nicht  sämtlich  verschivinden,  derart  angehen,  daß  für  dieselben 

wird. li^l,     \v\<l,     \t\<l (23) 

Dieser  Satz  läßt  sich  auch  auf  Formen  (22)  mit  beliebiger  nicht 
verschwindender  Determinante  A  in  der  Weise  übertragen,  daß  in  (23) 
die  Einheit  durch  |l/Ä|  ersetzt  wird;  denn  steht  er  einmal  für  For- 

men mit  der  Determinante  1  fest  und  haben  |,  i],  ̂   die  Determinante 

A  =4=  0,  so  ist  er  auf  die  Formen  l/f^A,  /^/f/A,  t/^A,  deren  Deter- 
minante offenbar  1  ist,  anwendbar:  alsdann  existiert  ein  ganzzahliges, 

von  (0,  0,  0)  verschiedenes  Wertesystem  (x,  y,  z),  für  welches 

also 

wird. f/A 

|/Ä 

<1 

i\,   \n\,   \t\<\Vi- 
Für  den  Satz  IV  sind  drei  wesentlich  verschiedene  Beweise  be- 

kannt geworden.  Der  eine  beruht  auf  geometrischen  Betrachtungen, 
die  mich  auf  den  Satz  geführt  haben,  und  ist  sehr  durchsichtig,  setzt 

aber  gewisse  geometrische  Begi-iffe  voraus,  auf  die  wir  erst  in  den 
nächstfolgenden  Kapiteln  eingehen  wollen;  einen  anderen,  arithme- 

tischen Beweis  hat  Hurwitz  (Göttinger  Nachrichten,  Math.-phys.  Kl., 
1897,  p.  139)  gegeben;  der  dritte,  der  in  den  folgenden  Zeilen  ent- 

wickelt werden  soll,  beruht  wesentlich  auf  einer  Idee  von  Hilbert. 

Wir  beweisen  den  Satz  zunächst  für  folgende  drei  spezielle 
Formen  mit  der  Determinante  1 : 

1  = 

^,==Ax  +  By-^t,t,z, 

(24) 

worin  ̂ j,  to  ganze  positive  Zahlen  und  Ä,  B  beliebige  reelle  Größen 
sind,  —  und  führen  sodann  durch  gewisse  Kontinuitätsbetrachtungen 
den  allgemeinen  Fall  auf  diesen  speziellen  zurück. 
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Um  den  Satz  IV  für  die  Formen  (24)  zu  beweisen,  lassen  wir  x 

die  Werte  0,  l,  2,  .  .  .,  t^  und  unabhängig  davon  y  die  Werte  0,  1,  2, 

.  .  .,  ̂2  durchlaufen.  Jede  der  so  entstehenden  {t^  +  1)(<2  +  1*  Kom- 
binationen (./\  //)  erteilt  der  Größe  —  {Ax -\-  By)jtJ^  einen  bestimmten 

Wert,  zu  welchem  wir  die  nach  rechts  benachbarte  Zahl  z  suchen,  so 
daß   jedesmal 

also  für  jedes  so  erhaltene  Wertesystem  {x,  y,  z) 

0£t<fJ-2 

wird.  Da  auf  diese  Weise  (t^  +  1)(#2  +  ̂ )  ̂ erte  von  ̂   hervorgehen, 

welche  sämtlich  in  dem  Intervall  von  0  bis  t^t^  liegen,  dieses  Inter- 
vall aber  nur  t^f^  Teilintervalle  von  der  Länge  1  besitzt,  so  müssen 

in  mindestens  einem  der  letzteren  nicht  weniger  als  zwei  Werte  von  ̂  

zu  liegen  kommen.     So  sei  etwa: 

h£^=  Äx  +  Bij  -f-  /j  Uj      <  A  +  1, 

li  £  ̂"  =^  Ax"  +  By"  +  t^t,2"     <li  +  1. 

Hieraus  folgt  durch  Subtraktion: 

ir-ri<i.  (25) 
Setzen  wir  nun 

x"  ~  x  =  X,    y"  —  y'  =  y,    s"  —  z  =  z, 
wobei  offenbar 

0£   X   £t^,     0£'y\£f^  (26) ist,  so  wird: 

\t"-t'\  =  \Ax-^By  +  f,t,z   <  1  (27) 

und  hiermit  sind  drei  ganzzahlige  Werte  x,  y,  z  gewonnen,  für  welche 
nach  (26),  (27),  (24) 

lii^i,  \v\£h  iei<i 
wird.  Dabei  können  diese  Werte  x,  y,  z  nicht  sämtlich  verschwinden, 
denn  wären  auch  nur  x,  y  beide  gleich  0,  so  würde  dies  bedeuten, 

daß  die  beiden  Kombinationen  (x',  y'),  (x",  y")  miteinander  identisch 
sind,  was  ausgeschlossen  ist. 

Demnach  ist  unser  Satz  für  den  Spezialfall  (24)  bewiesen. 

§  7.     Das  Minimum  eines  Kormensystems. 

Der  weitere  Gang  des  Beweises   erfordert  die  Entwicklung  einer 
Reihe  von  vorbereitenden  Tatsachen  und  Begriffen,   deren  erster  das 



§  7.     Das  Minimum  eines  Formensystems.  H 

Minitnum  eines  linearen  Formensystems  für  ganzzahlige  Werte  der 
Variabein  sein  soll. 

Es  sei  das  allgemeine  Formensystem  (22)  mit  der  Determinante  1 
vorgelegt  nnd  g  sei  der  größte  unter  den  Beträgen  der  Koeffizienteu 
dieses  Formensystems: 

kl,  \f>\,  •■;  \c"\^9.  (28) 
Setzt  man  beliebige  zwei  der  Variabein  x,  y,  z  gleich  0,  die  dritte 
gleich  1,  so  wird  jede  der  drei  Formen  sichtlich  gleich  einem  ihrer 
Koeffizienteu,  also  gleichfalls 

lii,  1^1,  lei^^'-  (29) 

Hiermit  ist  die  Existenz  solcher  ganzzahliger  Werte  x,  y,  z  klar  ge- 
legt, die  nicht  alle  Null  sind  und  den  drei  Formen  Werte  |,  j^,  %  er- 

teilen, welche  dem  absoluten  Betrage  nach  die  Größe  g  nicht  über- 
steigen; diese  letzteren  Werte  können  auch  nicht  alle  drei  zugleich 

verschwinden,  denn  solches  tritt  wegen  Nichtverschwindens  der  Deter- 
minante von  {2T)  nur  für  x  =  0,  y  =  0,  z  =  0  ein,  das  letztere  Werte- 

system kommt  aber  hier  nicht  in  Betracht. 
Um  nun  Schranken  zu  finden,  innerhalb  deren  die  Größen  x,  y,  z 

überhaupt  liegen  müssen,  wenn  irgendwie  die  Ungleichungen  (29 )  be- 
stehen sollen,  lösen  wir  die  Formen  (22)  nach  x,  y,  z  auf: 

X  =  al  +  CC7]  +  cc"^, 
(30) 

y  =  in  +  ß'i]-\-ß"l, 

z  =  r^  +  y't]  +  y"t, 
rin  a,  ß,  .  . 

.,  y"  Unterdeterminanten  von 

a,     h,     c 

A  =    a,    h',    c 

\  a",  h",  c" 
sind.  Da  wegen  (28)  jede  solche  Unterdeterminante  absolut  ge- 

nommen ^  2^^  sein  muß,  so  haben  die  Gleichungen  (30)  und  die 
Ungleichungen  (29)  notwendig  zur  Folge: 

1^  ,  i^l,     ̂ i^Gryl  (31) 

Hiermit  sind  in  —  6^^,  6//^  Schranken  der  verlangten  Art  gefunden. 
Es  gibt  sonach  bloß  eine  endliche  Anzahl  von  solchen  ganzzahligen 
Wertesystemen  {x,  y,  z),  welche  die  Ungleichungen  (29)  bewirken,  und 
wir  denken  uns  diese  Wertesysteme  aus  der  Gesamtheit  der  zwischen 

den  besagten  Schranken  liegenden  ganzzahligeu  Werte  x,  y,  z  heraus- 
gesucht, doch  unter  Ausschluß  des  Wertesystems  (0,  0,  0). 
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Es  möge  nun  (p{x,y,z)  den  größten,  resp.  einen  der  größten 

unter  den  drei  einem  vorgegebenen  Wertesystem  {x,  y,  z)  entspringen- 

den Beträcren  j  ̂  ,  I  ?/  ,  \t,  bedeuten.  Dann  wird  für  die  soeben  aus- 
geschiedenen ganzzahligen  Wertesysteme  (x,  y,  z)  und  nur  für   diese, 

0  <  (f  (x.  y,  z)  ̂   g 

sein.  Unter  diesen  zugehörigen  (p,  deren  es  eine  endliche  Anzahl, 
und  zwar  mindestens  eins  gibt,  muß  es  einen  kleinsten  Wert  geben, 
der  sicher  von  0  verschieden  ist  und  eventuell  auch  für  mehrere  der 

Systeme  (x,  y,  z)  herauskommen  kann;  dieses  kleinste  (p  wollen  wir 
das  Minimum  des  Formensystems  |,  iq,  t,  (seil,  für  ganzzahlige  Werte 

der  Variabein)  nennen.  Die  Existenz  desselben  ist  durch  die  vor- 
stehende Betrachtung  dargetan;  zugleich  ist  festgestellt  worden,  daß 

es  ̂   (/  ist  und  bei  Werten  x,  y,  z  eintritt,  die  jedenfalls  in  den 

Schranken  —  6^'\  6^;^  liegen. 
Der  Beweis  des  Satzes  IV  wird  nunmehr  darauf  hinauslaufen,  zu 

zeigen,  daß  das  Minimum  des  Formensystems  (22)  den  Wert  1  nicht 

überschreiten  kann;  für  das  spezielle  System  (24)  ist  dies  bereits  be- 
wiesen. 

§  8.     Variation  und  Transformation  linearer  Formen. 

Wir  zeigen  zunächst,  daß  das  Minimum  sich  hontinuierlich  ändert, 
wenn  man  die  Koeffizienten  der  drei  Formen  hontinuierUchen  Änderungen 

unterwirft.  Wir  variieren  die  Koeffizienten  a,  t>,  .  .  .,  c"  bzw.  um 
Größen  8a,  öh,  .  .  .,  öc",  deren  Beträge  unterhalb  einer  positiven 
Grenze  s  liegen  mögen: 

\da\,  \dh\,  ...,  \dc"\  <£;  (32) 
wir  bezeichnen  dies  als  eine  Variation  <  s  der  Formen  |,  i],  ̂ .  Es 
sei  nebenbei  bemerkt,  daß,  wenn  wir  eine  willkürliche  erste  Variation 
<  £  vorgenommen  haben  und  dabei  Sq  der  größte  unter  den  Beträgen 

\da\,  \Öh\,  .  .  .,  I  de"  j  ist,  wir  an  dem  so  gewonnenen  neuen  Formen- 
system alsdann  noch  eine  ganz  beliebige  Variation  <  £  —  Bq  vornehmen 

können   und   dabei   das  Resultat   gleichbedeutend  mit   einer  Variation 
<  £  von  ̂ ,  7;,  ̂   sein  wird.  Haben  wir  nun  eine  Variation  <  £  an 

i,  »/,  t,  ausgeführt  und  bezeichnen  mit  |*,  tj*,  ̂ *  die  dadurch  aus 
I,  j/,  g  hervorgegangenen  Formen,  mit  d|,  dt],  d^  dagegen  die  Ände- 

rungen,  welche   die   gegebenen  Formen  dabei  erfahren   haben,  so  ist 

I*  =  I  +  ö^  =  (rt  +  da)x  +  (?>  +  öh)y  -f-  (c  +  dc)z, 

y*  =  y  ̂ dij=  («' -f  öa')x  -\-  {V -j-  dh')y  +  (c  +  dc)z,       (33) 

^*  =  e  -f  tig  =  (a"  +  da")x  +  (1j"  -f  8h")ii  +  (c"  +  6c")z. 
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Es  sei  nun  M  das  Minimum  der  ursprünglichen,  J/*  jenes  der 
variierten  Formen.  Wir  wollen  unter  x,  y,  z  solche  ganzzahlige  Werte 
der  Variabein  verstehen,  für  welche  das  Minimum  il/  eintritt;  dann 
müssen  dieselben,  sobald  die  Voraussetzung  {^1%^  getroifeu  ist,  nach 
§  7  der  Ungleichung 

\x\,  \y\,  \z\^^g'  (34) 

genügen.  Mit  Rücksicht  darauf  und  auf  (32)  folgt  aus  (33)  für  dieses 
Wertesystem  {x,  y,  z): 

11*1,  hfl,  |g*|<ilf +18£/, umsomehr  also 

J/*<  3/+ 18£^^  (35 j 

Analog  seien  x*,  y*,  z*  gewisse  das  Minimum  M*  bewirkende 
ganzzahlige  Werte  der  Variabein.  Da  aus  der  Voraussetzung  {2S)  und 
aus  (32 )  eine  analoge  Voraussetzung  für  die  Koeffizienten  der  variierten 
Formen  folgt,  nämlich 

\a+da\,  \h  +  öh\,  .  .  .,  \c"  -{-  de"  \  <  g  +  e, 
so  müssen  x*,  y*,  z*  einer  zu  (34)  analogen  Ungleichung  genügen, 
und  zwar 

\^\,  \y*\,  ;^*j  <6(5r  +  sY, 

und  dementsprechend  folgt  aus  (33)  für  dieses  Wertesystem  (a;*,  y*,  z*): 

III,  JT^I,  \i\<M*+lS8{g+e)', daher  auch 

3I<3I*  +  18e{g-\-ef.  (36) 

Aus  den  Ungleichungen  (35),  (36)  entnehmen  wir  nun: 

-lS8{g  +  sy<3I'^'-3I<lSsg\ 

wodurch  der  Unterschied  beider  Minima,  M  und  M*,  zwischen  zwei 
Grenzen  eingeschlossen  erscheint,  welche  beliebig  klein  gemacht  wer- 

den können,  sobald  nur  £  genügend  klein  genommen  wird,  d.  h.  so- 
bald die  Variation  der  gegebenen  Formen  einen  hinreichend  kleinen 

Spielraum  nicht  überschreitet.  Hiermit  ist  also  dargetan,  daß  das 
Minimum  von  drei  linearen  Formen  eine  kontinuierliche  Funktion  der 
Koeffizienten  ist. 

Im  folgenden  werden  wir  das  Formensystem  |,  i],  ̂,  und  zwar 

immer  nur  zwei  der  Formen,  so  zu  variieren  haben,  daß  die  System- 
determinante den  Wert  1  beibehält  und  dabei  die  Variationen  aller 

Koeffizienten  eine  Grenze  e  nicht  überschreiten.  Dies  wird  in  fol- 
gender Weise  zu  erzielen  sein:  Wir  variieren  zunächst  etwa  bloß  die 

Koeffizienten   von  |  bzw.  um    die   Größen  da,  öh,  de,    so   zwar,   daß 

|da|,    dh  ,  'de\<^  (37) 
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bleibt,  wobei  ̂   noch  unbestimmt,  jedenfalls  aber 

0  <  ̂   <  £  (38) 

sei,  und  es  sei  1  +  d  A  die  Determinante  des  variierten  Formensystems, 
wobei  also 

d a,    dh,    de 

dA=     a,     h',     c 
a  ,    h  ,    c 

ist.  Damit  aus  dieser  Determinante  wieder  eine  Determinante  vom 

Werte  1  hervorgeht,  multiplizieren  wir  in  ihr  eine  der  nnvariierten 

Zeilen,  z.  B.  die  dritte,  mit  1  (1  +  dA).  Dadurch  wird  aber  zugleich 
eine  Variation  der  Koeffizienten  von  t,  hervorgerufen,  und  zwar  bzw. 
um   die  Größen: 

und  jetzt  handelt  es  sich  darum,  daß  auch  diese  Variation  den  fest- 
gesetzten Spielraum  nicht  überschreite,  also 

|da":,  \db"\,  \dc"\<s 

bleiben.     Nun  ist  mit  Rücksicht  auf  (28) 

ÖA1<6V 
und  daher,  wenn  noch 

6»<f  <  1  (39) 
vorausgesetzt  w  i  rd , 

dA         ̂       6&(i- 

-r^    < 

;  l  +  dA|  ̂   1  —  6«-^-  ' 

mithin  werden  |dö"|,  |^&"|,  \^c"  sicher  sämtlich  <f  ausfallen, wenn  nur 

Ä=<^  (40) 

ist.  Man  braucht  also,  um  das  Gewünschte  zu  erreichen,  nur  d-  so 
zu  wählen,  daß  es  die  Ungleichungen  (38),  (39),  (40)  gleichzeitig 
erfüllt. 

Dem  Beweise  des  Satzes  IV  muß  noch  die  folgende  Betrachtung 
vorausgeschickt  werden: 

Wir  üben  an  den  Formen  |,  t/,  ̂   eine  durch  die  Gleichungen 

x=pX-\-p'Y  +  2i"^, 

y  =  qX  +  qY+q"Z,  (41) 

2  =  r  X  +  ;•'  1'  +  r"Z 



p, P, 
P 

r. '1, 

'1 

r 
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gegebene  lineare  Transformation  aus,  wobei  p,  p',  .  ■  .,  r"  ganze  Zahlen 
sein  mögen  und  die  Transformationsdeterminante 

T  = 

den  Wert  1  baben  soll.  Dann  geben  die  drei  Formen  in  drei  neue 

mit  den  Variabein  X,  1",  Z  über: 
;e:  =  ax  +  by  +  cz, 

H=  Ä'X  +  ̂   r  +  CZ,  (42) 

z  =  ̂ "x  + j?"r+  c"z, 
wobei  der  Zusammenbang  zwischen  den  transformierten  Koeffizienten 

Ä,  B,  .  .  .,  G"  und  den  ursprünglichen  a,  h,  .  .  .,  c"  durch  eine  Be- 
ziehung zwischen  den  zugehörigen  Matrizen  und  der  Matrix  T,  und 

zwar 

a,     h,     c 
a,    V,    c    \-T  (43) 

//       -irr         rr 

a  ,     0  ,    C      \ 

zum  Ausdi-uck  gebracht  werden  kann.  Dieser  Beziehung  zufolge 
stimmt,  nach  dem  Multiplikationssatze  der  Determinanten  die  Deter- 

minante der  transformierten  Formen  S,  H,  Z  mit  derjenigen  von 

t,  1],  t  im  Werte  überein,  ist  also  wieder  =  1. 
Für  je  zwei  durch  die  Gleichungen  (41)  yerbundene  Wertesysteme 

{x,  y,  ̂ )  und  (X,  Y,  Z)  gilt: 

I  {X,  y,  B)  =  SiX,  Y,  Z),    n  {x,  y,  z)  =  H{X,  Y,  Z), 

i{x,y,z)^Z{X,Y,Zy, 

dabei  entspricht  jedem  ganzzahligen  Wertesystem  (X,  Y,  Z)  ein  ganz- 

zahliges Wertesystem  {x,  y,  z),  und  —  weil  T  =  1  ist  —  auch  um- 
gekehrt; speziell  für  X  =  0,  r=0,  Z=0  gehen  x,  y,  z  ebenfalls  in  das 

Wertesystem  (0,  0,  0)  über,  und  setzt  man  umgekehrt  in  (41)  x  =  0, 
y  =  0,  z  =  0  ein,  so  folgt  wegen  Nichtverschwindens  der  Determinante 

als  einzige  Lösung:  X  ̂   0,   Y  =  0,  Z  =  0. 
Aus  dieser  Sachlage  folgt  ohne  weiteres,  daß  das  Minimum  des 

Formensystems  Ä',  H,  Z  dasselbe  sein  muß,  wie  jenes  von  ̂ ,  ■>;,  ̂. 
Durch  ehic  lineare  Transformation  mit  der  Determinante  1  (unimodu- 
lare  Substitution)  ändert  sich  also  das  Minimum  von  drei  ternären  line- 

aren Formen  nicht. 

A 
B,     C 

A', 
B,    C 

= 

^^', 

B",  C 
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§  9.  Ausführung  besonderer  Variationen. 

Nun  läßt  sich  der  IJeneis  des  Satzes  IV  in  wenigen  Zügen  er- 
ledigen. Angenommen,  der  Satz  wäre  nicht  richtig,  also  das  Minimum 

der  Formen  ̂ ,  >/,  ̂   größer  als  1.  Dann  kann  man  nach  §  8  ein  f  >0 

derart  angeben ,  daß  für  alle  Variationen  <  f  dieser  Formen  das 

Minimum  sich  so  wenig  ändert,  daß  es  immer  noch  die  Einheit  über- 
steigt. Eine  solche  Variation  führen  wir  aus,  indem  wir  zunächst 

zu  f  ein  positives  0-  derart  bestimmen,  daß  gleichzeitig 

*<.,     6»/<l,    j:^<*  (44) 

wird,  sodann  eine  positive  ganze  Zahl  *;  derart  festlegen,  daß 

4-<^  (45) 
wird,  hierauf  rationale  Zahlen  pjs,  qjs,  r/s  suchen,  so  daß 

^  4  (46) 
—   s  '      's —    s  ■ 

r 

—  —  C 

s s 

wird  (s.  §  1),  und  in  der  Form  |  c  durch  r/s  ersetzen,  weiter  h  durch  q's, 
wobei  wir  q  =^  0  annehmen  können,  da  wir  für  dasselbe  sicher  die 
Wahl  zwischen  zwei  benachbarten  ganzen  Zahlen  haben,  schließlich  a 

durch  —  H   -,  wobei  t  eine  so  gewählte  ganze  Zahl  bedeute,  daß 

gsf  >  0     und  zugleich    —  -|    <  -9-  (47) 

wird.  Hierdurch  werden  die  Koeffizienten  von  ̂   um  Größen  variiert, 

die  wegen  (45)  und  (47)  dem  Betrage  nach  unterhalb  ■9-  liegen.  Um 
noch  die  gleichzeitig  erfolgte  Variation  ÖA  der  Determinante  des 

Formensystems  zu  beheben,  multiplizieren  wir  die  Koeffizienten  in  ̂  

mit  1/(1 -}-dA)  und  erhalten  so  das  variierte  Formensystem 

qst  '     s  '^     '     s    ' 

v*=n,  (48) 

^        i  +  dÄ' 

welches  aus  dem  ursprünglichen  wiegen  (44)  (s.  §  8)  durch  eine 
Variation  <  e  hervorgeht  und  darum  ein  Minimum  hat,  das  sicher 
noch  >  1   ist. 

Nun    erfüllen    die   ganzen   Zahlen   u  =  —p^t,   v  =  —pqt  -{-  1  die 
Relation 

(2)qt-\-l)v  —  qHu  =  1, 



§  9.     Ausführung  besonderer  Variationen.  17 

und  wir  führen  an  dem   System  (48)  die  durch  die  Gleichungen 

x'=  {pqt-\-l)x  +  q-ty  +  cirtz, 
lj'=UX  +VIJ, 
z  =  z 

gegebene  Transformation   mit   der  Determinante 

u,  V,       0   ,  =  1 
0,  0,       1   I 

aus.  Die  transformierten  Formen,  welche  |',  ?/,  t,'  heißen  mögen  (wo- 
bei I'  schon  die  für  den  Spezialfall  (24)  charakteristische  Gestalt 

hat),  und  welche  nach  §  8  dasselbe  Minimum  >  1  haben,  wie  die 
Formen  (48),  variieren  wir  nun  in  ähnlicher  Weise,  wie  dies  mit  den 

ursprünglich  gegebenen  geschehen  ist.  Wir  bestimmen  f',  O-'  ähnlich, 
wie  vorhin  s,  ̂   bestimmt  wurden,  legen  sodann  eine  positive  ganze 
Zahl  s   derart  fest,  daß 

f  <  ̂ '  (49) 

wird,  finden  weiter  zu  den  Koeffizienten  von  t]'  nach  Analogie  von 
(46)  rationale  Näherungszahlen  p'/s',  q'/s',  rjs,  wobei  wir  r'  =f=  0  ein- 

richten,   und   substituieren    in  i/  pjs'  für   den    Koeffizienten    von    x, 

r'/s'  für  jenen  von  /  und  —r  -\ — ^ ,  /  für  jenen  von  y,  wobei  f  als  ganze 
Zahl  so  gewählt  sei,  daß 

r's'f  >  0    und  zugleich    —  -\ — —,-j,  <  ■ö"'  (50) 

wird;  gleichzeitig  multiplizieren  wir  t,'  mit  dem  aus  der  soeben  er- 
folgten Variation  d'A  der  Determinante  sich  ergebenden  Faktor  l/(l-(-^'A) 

und  erhalten  so  das  folgende  variierte  Formensystem  von  der  Deter- 
minante 1: 

t**      ̂  ^  qst' 

^  1  +  d'A' 

dessen  Minimum  immer  noch  >  1  sein  wird.  An  diesem  Formen- 
system üben  wir  die  Transformation 

Minkowski,  diophaut.  Approximatioueu.  2 
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X  =  Xj 

y"=prt'x-\-  (q'r't'-\-  l)y'+  r'^t'z', 
/'=  v'?/'+  iv'z' 

aus,  wobei  wir  mit  v'=  —  cpt',  ?r'=  —  (/'//'+  1  der  Gleichung 

{(/r't'-\-  \.)iv'—  r'^t'v'  =  1 
Genüge  leisten,  so  daß  die  Transformationsdetermiuante 

p'r't',     q'r't'-}-  1,     r'-t'   =  1 

0,  v',  w    \ 
wird.     Hierdurch  geht  das  Formensystem  (51),  wenn  zur  Abkürzung 

qst  =  ̂ 1,     r's't'^  t^ 
gesetzt  wird,  in  das  folgende  über: 

V"=  f ,  (52) 

^"^Ax"-{-By"-\-tJ,z". 

(Der  dritte  Koeffizient  in  ̂ "  muß  =  t^^t^  sein,  weil  die  Determinante 
des  Formensystems  =  1  ist;  die  übrigen  zwei  Koeffizienten  bezeichnen 
wir  kurz  mit  Ä,  B.)  Dieses  Formensystem  hat  dasselbe  Minimum 

wie  jenes  (51),  also  ein  Minimum  >  I5  dies  steht  aber  im  Wider- 
spruch mit  dem  Satze  IV.,  insofern  dieser  für  den  Spezialfall  (52) 

bereits  bewiesen  ist.  Hiermit  ist  die  Unzulässigkeit  der  Annahme, 
daß  das  Minimum  von  |,  >;,  ̂  die  Einheit  übersteige,  dargetan,  woraus 
a  contrario  die  liichtigkeit  des  Satzes  IV.  für  beliebige  drei  ternäre 
lineare  Formen  mit  der  Determinante  1  folgt. 

§  10.     Grenzfälle  des  Satzes  über  drei  lineare  ternäre  Formen. 

Für  die  Anwendungen  werden  von  besonderer  Wichtigkeit  die 
Grenzfälle  sein,  in  denen  das  Minimum  der  Formen  (22)  genau 
gleich  1  und  nicht  kleiner  ist.  Im  allgemeinen  werden  auch  solche 
ganzzahlige  Werte  der  Variabein  existieren,  die  nicht  alle  verschwinden 
und  für  welche  die  Befräf/e  aller  drei  Formen  <  1  werden;  ist  dies 
aber  nicht  der  Fall,  wofür  wir  später  die  vollständigen  Bedingungen 
ableiten  werden,  so  muß,  wie  sich  zeigen  wird,  namentlich  mindestens 
eine  der  Formen  ganzzahlige  Koeffizienteu  liaben. 

Ein  dem  Satze  IV.  ganz  entsprechender  allgemeiner  Satz  für 
n  lineare  Formen  mit  n  Variabein  läßt  sich  ähnlich,  wie  der  Satz  IV., 
beweisen;   doch  bietet  der  weitere  Ausbau  der  soeben  erwähnten,  auf 
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den  Grenzfall  des  Satzes  IV.  bezüglichen  Kriterien  für  mehr  als  drei 
Formen  erhebliche  Schwierigkeiten  dar,  die  sich  mit  der  Anzahl  der 
Formen  steigern. 

Dagegen  läßt  sich  eine  andere  Tatsache  sehr  leicht  für  n  lineare 
Formen  mit  n  Variabein  beweisen,  sobald  einmal  der  zu  IV.  analoge 

allgemeine  Satz  feststeht,  —  diese  nämlich,  daß  es  stets  ganzzaldige 
Werte  der  Variahein  gibt,  die  nicld  alle  versclnvinden  und  für  ivelche 
alle  n  Formen  bis  auf  eine,  von  vorn  herein  beliebig  ausgewählte,  dem 
Betrage  nach  <  1  werden,  diese  eine  dagegen  ̂   1  wird. 

Denn  bilden  wir,  um  bei  drei  Formen  zu  bleiben,  aus  den  Formen 

^,  r],  t,  mit  der  Determinante  1  die  drei  neuen  Formen  {l-\-Q-)^, 
(l  +  d')?;,  t,l{l-\-d-y,  wobei  #  eine  willkürliche  positive  Größe  bedeute, 
so  haben  die  letzteren  Formen  ebenfalls  die  Determinante  1,  und  es 
gibt  darum  ganzzahlige,  von  (0,  0,  0)  verschiedene  Wertesysteme 

{x,y,z),  für  welche 

(l+^)i§|^i,    (i+^)h|^l,   ^r+:^^i 
und  also 

|||<1,     \ri\<l,     \X\£{l+^f  (53) 

wird.  Unter  den  sämtlichen,  sicher  nur  in  endlicher  Anzahl  vorhan- 
denen Wertesystemen,  die  überhaupt  den  Ungleichungen  (53)  genügen, 

greifen  wir  nun  ein  solches  heraus,  welches  dem  |^|  den  kleinst- 
möglichen  Wert  erteilt;  das  so  bestimmte  Mmimum  für  |^|  kann  sich 

offenbar  bei  einem  Übergang  zu  größerem  %■  nicht  ändern,  hat  somit 
den  gleichen  Wert  für  irgend  zwei  #•,  d.  h.  es  ist  von  %■  ganz  unab- 

hängig; da  es  nun  stets  ̂ {^-\-^f  ist,  -9-  aber  beliebig  klein  an- 
genommen werden  kann,  so  muß  es  notwendig  ̂   1  sein.  Sonach 

gibt  es  in  der  Tat  mindestens  ein  von  (0,  0,  0)  verschiedenes  Werte- 
system {x,  y,  £),  für  welches 

1^|<1,       ri<^,      \l\^\ 
wird,  q.  d.  e. 

2* 



Zweites  Kapitel. 

Zalileugitter  in  zwei  Dimensionen. 

§  1.     Geometrische  Darstellung  des  Zalileugitters. 

Die  Gesamtheit  aller  ganzzabligen  Wertesysteme  zweier  Variabein 

X,  y  wollen  wir  das  ZaJilengiiter  in  zivei  Dimensionen  nennen.  Das- 
selbe kann  durch  ein  Parallelkoordinaten- 

system geometrisch  dargestellt  werden,  in- 
dem jedem  ganzzahligen  Wertepaare  (x,  y)  ein 

Gitterpunkt  mit  den  Koordinaten  x,  y  zugeord- 
net wird  {Fig.  5).  Das  Koordinatensystem 

kann  recht-  oder  schiefwinklig  angenommen 
werden,  auch  können  für  die  Zeichnung 
der  Koordinaten  parallel  den  zwei  Achsen 

zwei  verschiedene  und  ganz  beliebige  Maß- 

stäbe angewandt  werden:  für  die  Darstel- 
lung des  Zahlengitters  ist  dies  irrelevant. 

'^  Ist   in   der  Koordinatenebene  der  x,  y 
eine  begrenzte  Figur  gegeben,  so  wollen  wir  unter  dem  Inhalt  der- 

selben in  diesen  Koordinaten  das  auf  die  Fläche  der  Figur  be- 
zogene Doppelintegral 

J  =1  f  dxdy 

verstehen,  wobei  das  Element  des  Integrals  stets  als  wesentlich  posi- 
tive Größe  zu  denken  ist. 

•  •         • 

•  •         • 

•  •          • 

y     .         .         . 

•         «         • 

»         •         •         • 

'     '     '  ö 
•  •          • 

•  •         • 

•  •        • 

•  •         • 

>        •         •         • 

•  •         • 

§  2.    Satz  über  zwei  binäre  lineare  Formen. 

Es  seien  zwei  lineare  Formen  zweier  Variabein  mit  beliebigen 
reellen  Koeffizienten  und  mit  nicht  verschwindender  Determinante 

gegeben : 
i==  ax  +  ßy,      1]  =  yx  +  öy;  (1) 

A  =  ad  -  ßy^O.  (2) 
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Wir  bilden  in  der  Ebene  des  Zahlengitters  der  x,  y  das  von  den  Geraden 

^=1,        ̂   =  -1,        7;=1,        7?=-l 

begrenzte,   den   Nullpunkt   zum   Mittelpunkt  habende   Parallelogramm 
(Fig.  6),  dessen  Inhalt 

1        1 

j^JJm,,  -  [flll^^ld.  =  ̂Jiljän  =  ii        (3) 
beträgt,    und    denken    uns    dasselbe    vom  Nullpunkte    aus    nach    allen 

Richtungen     in     irgend     einem    Ver- 
hältnis   ^l     dilatiert;     das    neu    ent- 

standene, von   den  Geraden 

begrenzte    Parallelogramm    hat    dann 
den  Inhalt 

LA]-
 

fj  = 

Fig.  6. 

Jedem    Werte    des    positiven    Para-     » 
meters   t    ist     ein    solches    Parallelo- 

gi-amm  zugeordnet. 
Wird  nun  der  größere  von  den  beiden  Beträgen  ||[,  jr;',  welche 

einem  beliebig  vorgegebenen  Wertepaare  {x,  y)  entspringen,  bzw.  ihr 
gemeinsamer  Wert  (analog,  wie  in  Kap.  I  §  7)  mit  cp{x,  y)  bezeichnet, 
so  ist  es  einleuchtend,  daß,  je  nachdem  der  Punkt  {x,  y)  innerhalb,  auf 
der  Begrenzung  oder  außerhalb  des  Parallelogramms  vom  Parameter- 

werte t  liegt, 

(p{x,  y)  <it,     resp.  =  t,     resp.  >^ 
sein  wird. 

Die  ursprüngliche,  zum  Parameter  1  gehörige  Figur  bezeichnen 
wir  als  Eichfignv. 

Wir  denken  uns  nun  die  Eichfigur  zuerst  durch  Verkleinerung 
des  t  so  stark  zusammengezogen,  daß  die  resultierende  neue  Figur 
außer  dem  Nullpunkte  keinen  weiteren  Gitterpunkt  enthält,  und  dila- 
tieren  sodann  diese  letztere  durch  kontinuierliche  Verj^rößeruns  des  t 

so  lange,  bis  sie  mit  ihrer  Begrenzung  zum  ersten  Mal  an  einen 

Gitterpunkt,  etwa  P,  stößt  (Fig.  6);  es  soll  dieses  für  den  Parameter- 
wert t  =  M  geschehen,  so  daß  der  Inhalt  der  zugehörigen  Figur  J\PJ 

beträgt.  Dann  ist  es  klar,  daß  cp{x,y)  im  Punkte  P  den  Wert  M 
hat  und  daß  dies  der  kleinste  Wert  ist,  den  (p(x,y)  für  ganzzahlige 
Werte  x,  y,  ausgenommen  für  das  System  (0,  0),  anzunehmen  vermag. 
Für  den  Punkt  P  ist  also 
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wobei  in  mindesteus  einer  dieser  Ungleichungen  sicher  das  Gleich- 

heitszeichen gilt.  Somit  ist  M  nichts  anderes,  als  das  Minimum  dt-r 

Formen  ̂ ,  ij  für  ganzzahlige  von  0,  0  verschiedene  Werte  der  Yariabeln 

(vgl.  Kap.  I  §  7).  An  diese  Erkenntnis  läßt  sich  ein  neuer  Beweis 

des  im  vorigen  Kapitel  bewieseneu  Satzes  für  lineare  Formen  — 
hier  wäre  es  für  zwei  Formen  —  anknüpfen;  ein  solcher  wird  uämlich 

erbracht  sein,  sobald  gezeigt  wird,  daß 

ist,    imd    dies    werden    wir    durch    eine    einfache    geometrische   Über- 
lesrimg  erschließen. 

Der  größereu  Anschaulichkeit   halber  empfiehlt  es  sich  für  diese 
Überlesninor  die  Koordinatenachsen  und  die  Maßstäbe  auf  den  Achsen 

SO  zu  wählen,  daß  die  betrachtete  Eich- 
figur in  ein  Quadrat  übergeht  (Fig.  T). 

Wir  ziehen  das  dem  Parameter  31  ent- 

sprechende, der  Eichfigur  homothetische 
Quadrat  ABCU,  auf  dessen  Rande 

der  Gitterpuukt  P  liegt,  im  Verhält- 
nis 1  :  2  zusammen  und  denken  uns 

das    neu  entstandene   Quadrat,    dessen 

Inhalt  =  f^l  J  ist,    vom  Nullpunkte 

aus  zu  jedem  anderen  Gitterpunkt  als 

Mittelpunkt  parallel  mit  sich  selbst 
verschoben.  Es  ordnen  sich  dann  lauter 

solche  Quadrate  zunächst  längs  der  beiderseits  insUnbegrenzte  verlängerten 
Geraden  OP  an,  so  zwar,  daß  je  zwei  benachbarte  an  den  einander 

zugekehrten  Seiten  zusammenstoßen;  und  ähnliche  Züge  von  Quadraten 

erhalten  wir  längs  weiterer,  zu  OP  paralleler  Reihen  von  Gitter- 
punkten. Die  einzelnen  Züge  sind  untereinander  getrennt;  denn  würde 

etwa  das  Quadrat  um  1{  in  jenes  um  0  hineingreifen,  so  müßte  der 

Punkt  R,  wie  eine  einfache  Überlegung  zeigt,  im  Inneren  der 

Figur  AB  CD  liegen,  was  ausgeschlossen  ist.  Im  allgemeinen  wer- 
den sich  beide  genannten  Quadrate,  um  It  und  um  0,  nicht  einmal 

berühren;  eine  Berührung  wird  nur  dann  eintreten,  wenn  der  Gitter- 
punkt 1{  auf  der  Begrenzung  der  Figur  AB  CD  liegt.  So  wird  also 

die  ganze  Ebene  von  den  besagten  Quadraten  vom  Parameter  31/2 

jedenfalls  nirgends  mehrfach  überdeckt  sein;  sie  kann  dabei  unter 

Umständen  von  diesen  Quadraten  lückenlos  ausgefüllt  sein,  im  all- 

gemeinen aber  werden  zwischen  den  einzelnen  Zügen  unbedeckte 
Zwischenräume  l)leiben. 

Konstruieren    wir    nun    andererseits    um    jeden    Gitterpunkt    als 
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Mittelpunkt  das  Parallelogramm,  dessen  Seiten  Strecken  von  den 

Längen  1  parallel  zu  den  Koordinatenachsen  vorstellen  (Fig.  8).  Da 

diese  Parallelogramme  die  ganze  Ebene  einfach  und  lückenlos  über- 

decken, so  kann  man  schon  daraus  den  Schluß  ziehen,  daß  der  Flächen- 

inhalt (4^  )V  eines  jeden  der  vorhin  um  die  Gitterpunkte  konstruierten 

Quadrate  vom  Parameter  Jf/2  kleiner,  und  nur  im  Grenzfalle  der  lücken- 
losen Erfüllung  der  ganzen  Ebene 

auch    durch  jene    Quadrate    gleich 

Fig.  8. Fig.  9. 

ist    dem    Flächeninhalt   1    eines    jeden    der    auf   Fig.  8    gezeichneten 
Parallelogramme;  aus 

bzw. 

(fr-=^ 

(4) 

31- 

iaT 

folgt  aber  wegen   (3): 

--^|-<1     bzw. oder 

JfO'TÄI     bzw.     Ji'  =  ]/|Ä|, 
und  hiermit  erscheint  der  dem  Satze  IV.  entsprechende  Satz  für  zwei 

binäre  lineare  Formen  mit  beliebiger  nicht  verschwindender  Deter- 
minante bewiesen. 

§  3.  Strenge  Begründung  der  oberen  Grenze  für  das  Minimum. 

Um  noch  dieser  Schlußweise  einwandfreie  Strenge  zu  verleihen, 

wollen  wir  jetzt  x,  y  als  gewöhnliche  rechtwinklige  Koordinaten  an- 
nehmen und  denken  uns  zunächst  ein  endliches  Stück  aus  dem  Gitter 

herausgeschnitten,  nämlich  das  um  den  Nullpunkt  symmetrisch  liegende 

Quadrat  mit  den  Eckpunkten  (Q,  Q),  {~Q,Q.),  (ß,  -  ß),  (-Q,-Q) 
(Fig.  9),  wobei  Q  eine  ganze  Zahl  bedeute,  über  deren  Größe  noch 

verfügt  werden  soll,  —  und  konstruieren  um  die  (2Q-H)^  innerhalb 
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und  auf  der  Begrenzung  dieses  Quadrates  liegenden  Gitterpunkte  als 
Mittelpunkte  unsere  der  Eichfigur  honiotbetischen  Parallelogramme 

vom  Parameter  31  2.  Die  letzteren  kommen  ins  Innere  des  Quadi-ates 
mit  den  Ecken  {+Q,  +  ß)  zu  liegen,  mit  Ausnahme  gewisser,  welche 
üljer  die  Begrenzung  dieses  Quadrates  hinausragen.  Jedes  dieser 

Parallelogramme  läßt  sich  nun  in  ein  Quadrat  mit  demselben  Mittel- 
punkte einschließen,  dessen  Seiten  bzw.  zu  den  Koordinatenachsen 

parallel  und  von  der  Länge  3IJi  sind,  wobei  h  den  größuMi  unter 

jenen  Werten  bedeutet,  welche  von  den  Größen  |a'  ,  \y\  innerhiiib  und 
auf  der  Begrenzung  der  Eichfigur  angenommen  werden.  Die  Gesamt- 

heit dieser  Quadrate  fällt  nun  vollständig  in  ein  Quadrat,  welches 
über    die   Beranduug    des   Quadrates    mit    den   Ecken    (±ß,+ß)    an 

jeder  Seite  um  die  Breite  -—h  hinausragt  und  sonach  den  Flächen- 

inhalt (2Q  ■{-  Mhy  hat.  In  dieses  letztere  Quadrat  fällt  also  auch 
die  durch  Konstruktion  der  Parallelogramme  um  die  Gitterpunkte 

entstandene  Figur  vollständig  hinein  und,  da  die  letztere  den  Flächen- 

inhalt (2Q  -\-lY  (---)  J^  ̂^^j  ̂ o  haben  wir: 

oder: 

Da  \w)  J  eine    bestimmte    endliche  Größe   ist,    der   rechts   stehende 

Ausdruck  dagegen  für  genügend  großes  Q  der  Einheit  beliebig  nahe 
kommt,  so  folgt  aus  (5)  notwendig: 

{"P<h  (6) was  zu  beweisen  war. 

§  4.     Grenzfälle  des  Satzes  über  zwei  binäre  lineare  Formen. 

Konstruiert  man  um  den  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  das  der  Eich- 
figur homothetische  Parallelogramm  mit  dem  Parameter  M,  also  dem 

Inhalt  JSPJ,  sodann  ein  dazu  homothetisches  Parallelogramm  vom 
Flächeninhalt  4,  so  sagt  die  zuletzt  gewonnene  Ungleichung,  wenn 
man  sie  in  der  Form 

schreibt,   aus,   daß    das   erstere  Parallelogramm   ganz   im   Inneren    des 
letzteren   liegt  oder  im  äußersten  Falle  mit  ihm  zusammenfällt.     Da 
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nun  das  erstere  Parallelogramm  in  seinem  Inneren  außer  dem  Null- 
punkte keinen  weiteren  Gitterpunkt  enthält,  wohl  aber  auf  seiner  Be- 

grenzung Gitterpunkte  aufweisen  muß,  so  können  wir  das  vorhin  ge- 
wonnene Resultat  (6)  auch  folgendermaßen  aussprechen: 

V.  Ein  um  den  NullpimM  als  Mittelpunkt  konstruiertes  Parallelo- 
gramm vom  Fläclieninhalt  4  enthält  immer  außer  dem  Mittelpunlde 

noch  weitere  (jitterpiuikte. 
Im  allgemeinen  werden  bereits  im  Inneren  des  Parallelogramms 

vom   Flächeninhalt  4    außer   dem    Mittelpunkte   noch    weitere   Gitter- 

pimkte  liegen;  nur  in  dem  Grenzfalle,  wo  (— j  J  genau  gleich  1  ist 

(und  also  die  beiden  linearen  Formen  (1)  nicht  gleichzeitig  durch  ganz- 

zahlige Werte  H=0,0  der  Variabein  dem  Betrage  nach  <")/|A;  gemacht 
werden  können),  liegen  diese  weiteren  Gitterpunkte  nicht  im  Inneren, 
sondern  auf  der  Begrenzung  des  Parallelogramms.  Die  Art  und  Weise, 
wie  sie  sich  dabei  auf  die  Begrenzung  verteilen,  läßt  sich  unschwer 
erkennen.  Zunächst  muß  jede  Seite  in  ihrem  Inneren  mindestens 
einen  Gitterpunkt   enthalten,    denn  wäre  dies  z.  B.  für  die  Seite  AB 

D  A 
Fig.  10. 

°
^
 

N      A 

(Fig.  10),  also  auch  für  die  gegenüberliegende  CD,  nicht  der  Fall, 
so  könnten  wir  diese  beiden  Seiten  in  entsprechender  Weise  parallel 
zu  sich  selbst  aus  dem  Parallelogramm  herausschieben,  so  daß  dabei 
keine  neuen  Gitterpunkte  ins  Parallelogramm  hereintreten;  hierdurch 
wäre  aber  ein  Parallelogramm  mit  einem  Flächeninhalt  ^  4  gewonnen, 

in  dessen  Innerem  sich  kein  Gitterpunkt  außer  dem  Mittelpunkte  be- 
fände, was  zu  einem  Widerspruch  mit  V.  führt.  Liegt  ferner  im  Inneren 

einer  Seite  ein  einziger  Gitterpunkt,  so  muß  er  in  der  Mitte  der  Seite 

liegen;  denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  könnten  wir  durch  ent- 
sprechende Drehung  dieser  Seite  um  den  Gitterpunkt  (Fig.  11)  und 

der  gegenübei-liegenden  Seite  um  den  auf  ihr  befindlichen,  zum  ersteren 
symmetrisch  bezüglich  0  gelegenen  Gitterpunkt  wiederum  ein  Parallelo- 

gramm von  einem  Flächeninhalt  >  4  gewiimeu,  welches  im  Inneren 
immer  noch  keinen  Gitterpunkt  außer  dem  Mittelpunkte  enthalten 
würde.    Hieraus  folgt,  daß  in  unserem  Parallelogramm  AB  CD  entweder 
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a)  jede  Seite  nur  einen  Gittei-punkt  in  ihrem  Inneren,  und  zwar 
genau  in  der  Mitte,  enthält,  oder 

b)  zwei  gegenüberliegende  Seiten  je  einen  Gitterpunkt  in  der 
Mitte,  die  übrigen  zwei  dagegen  je  zwei  Gitterpunkte  enthalten. 

Weitere  Eventualitäten,  daß  etwa  im  Inneren  einer  jeden  Seite 

zwei  Gitterpunkte  lägen  oder  gar  irgend  welche  Seite  mehr  als  zwei 
Gitterpunkte  enthielte,  schließen  sich  von  selbst  aus,  denn  aus  diesen 

^ 

J> 

O 

D 

Fig.  12. Fig.  \%. 

Gitterpunkten  würde  sich  durch  Parallelogrammkonstruktion  (Fig.  12,13) 
jedesmal  ein  solcher  neuer  Gitterpunkt  ableiten  lassen,  der  im  Inneren 

des  Parallelogramms  läge  und  mit  dem  Mittelpunkte  nicht  zusammen- 
fiele, entgegen  unseren  Voraussetzungen. 
Im  Falle  a)  ist  es  nun  klar,  daß  hier  auch  die  Eckpunkte  des 

Parallelogramms  Gitterpunkte  sind,  also  im  ganzen  acht  Gitterpunkte 
auf  der  Begrenzung  desselben  liegen  (Fig.  14).  Im  Falle  b)  dagegen 

gibt  es  sechs  solcher  Gitterpuukte  (Fig.  15);  dabei  müssen  die  Gitter- 

punkte P,  Q  (resp.  jR,  S)  auf  einer  Seite  so  liegen,  daß  sich  aus  ihnen 

und  dem  Gitterpunkte  L  oder  iV  auf  der  anstoßenden  Seite  durch  ge- 
eignete Parallelogrammkonstruktion  gerade  der  Mittelpunkt  0  ergibt; 

denn  wäre  nicht  der  Punkt  0  auf  diese  Weise  herzustellen,  so  würde 
wiederum  neben  dem  Mittelpunkte  noch  ein  anderer  Gitterpunkt  im 
Inneren  des  Parallelogramms  vorhanden  sein.  Mau  sieht  aucli,  daß  unser 

Parallelogi-amm  dann  dem  Inhalt  nach  ein  Vierfaches  vom  Parallelogramm 
OLPQ  i.st;  wenn  also  p,q  bzw.  r,s  die  (jedenfalls  ganzzahligen) 
Koordinaten  der  Punkte  L  bzw.  Q  bedeuten,  so  muß  der  Flächen- 

inhalt von   OLPQ 

ps  -  qr  =  1  (7) 

Ganz    entsprechend    ist    es    auch    im    Falle  a)    (Fig.  14).      Die 
sein. 
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Relation  (7)  muß  also  besteheü,  wenn  das  zur  Eielifigur  homothetische, 
zum  Parameter  M  gehörige  Parallelogramm  genau  den  Inhalt  4  haben 
soll;  und  umgekehrt:  besteht  diese  Relation,  so  ist  der  besagte  Inhalt 

tatsächlich  =  4.  Ist  dies  nun  der  Fall,  so  läßt  sich  das  Zahlengitter 
in  X,  y  durch  die  Substitution 

y^qX-^sY, 
welche  wegen  (7) 

X  =  sx-ry, 
Y  =  —  qx  -^  py 

liefert,  in  ein  Zahlengitter  in  X,  Y  überführen,  in  dem  dann  die  Punkte 

(Pj  q)}  i'f'f  s)  *^lie  Koordinaten  X  =  1,  F=  0  bzw.  X  =  0,  7=1  er- 
halten.    Sind  ferner 

^  =  ax-\rßy,     i]  =  yx  +  dy  (10) 

gerade  die  Formen,  welche  =  1  resp.  —  1  gesetzt  die  vier  Seiten  des 
Parallelogramms  ABCD  darstellen,  wobei  wir  uns  der  Einfachheit 

wegen  3/  =  1,  also 
ad  —  ßy  =  ±\ 

denken,  so  finden  wir  leicht  die  Formen  Z,  H,  in  welche  diese  ge- 
gebenen (10)  infolge  der  Transformation  (8j  übergehen,  indem  wir 

bloß  berücksichtigen,  daß  die  Gleichung  der  Seite  ALB  (wir  setzen 

diese  Zeichen  auf  |  =  1  oder  ri  =  V)  und  die  Gleichung  der  Mittellinie 
XL  (ri  =  0  bzw.  ̂   =  0)  beide  von  dem  Punkte  (X  =  l,  Y=0)  befriedigt 
werden  müssen.     Es  ergibt  sich: 

E  =  X-aY,     H  =  +  r,  (11) bzw. 

=  =  +  r,  H  =  X  -  a  r,  (12) 
worin  a  eine  durch  die  Substitutionskoeffizienten  und  die  Koeffizienten 

der  Formen  (10)  bestimmte  Konstante  bedeutet. 

Hiermit  zeigt  es  sich,  daß  so  oft  einer  von  den  hesproclienen 
Grrenzfällen  eintritt,  nottvendig  eine  ganzzaldige  imimodulare  Substitution 

existieren  muß,  ivelclie  die  gegebenen  Formen  (10)  in  solche  (11)  oder 
(12)  überfülirt.  Diese  notwendige  Bedingung  der  Grenzfälle  ist  aber 
auch  hinreichend:  denn  da  die  Ungleichungen 

\X-aY\<\,     \Y\<1 

außer  X==0,  F=  0  keine  weitere  ganzzahlige  Lösung  besitzen,  so 
kann  infolgedessen  dann  das  gegebene  Parallelogramm  vom  Inhalt  4 
außer  dem  Nullpunkte  keinen  weiteren  Gitterpunkt  in  seinem  Inneren 

enthalten,  und  es  tritt  sonach  einer  der  beiden  Grenzfälle  ein.  Zu- 
gleich hat  man  dann  wegen «(9)  und  (11)  bzw.  (12) 
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±r]     bzw.     +^  =  —  qx-\-py 

und  wenn  mau  berücksichtigt,  daß  2h  ü  ̂ -^^i  ganze  teilerfremde 

Zahlen  sind,  andererseits  die  arithmetische  Bedeutung  der  Grenz- 

fälle beachtet,  —  diese  nämlich,  daß  dann  die  Beträge  der  Formen 

^,1]  nicht  beide  zugleich  durch  ganzzahlige  Werte  {x,y),  außer  durch 

(0,  0),  kleiner  als  1  gemacht  werden  können  — ,  so  erhellt  die  folgende 
Tatsache,  eine  Ergänzuug  des  Satzes  über  zwei  lineare  Formen: 

VI.  Zivei  lineare  Formen  mit  zwei  Variabein  von  der  Deter- 

minante 1  lünnen  durch  (lanzzaldige,  von  (0, 0)  verschiedene  Werte- 
systeme der  Variahein  dann  und  nur  dann  nicht  beide  zugleich  dem 

Betrage  nach  <  1  gemacht  iverden,  ivenn  mindestens  eine  der  Formen 

ganzzahlige  teilerfremde  Koeffizienten  hat.  —  Daraus  ergibt  sich  ohne 
weiteres  die  Bedingung  für  den  analogen  Grenzfall  bei  beliebiger  von  0 
verschiedener  Determinante  A  der  Formen;  diese  Bedingung  lautet, 

daß  die  Koeffizienten  mindestens  einer  der  Formen  die  Gestalt  —  ̂ yj  A|, 

^]/'A    mit  ganzzahligen  teilerfremden  p,(2  haben  müssen. 
Die  bisherigen  Betrachtungen  des  zweiten  Kapitels  lassen  sich 

ohne  weiteres  auf  den  «-dimensionalen  Raum  übertragen  und  führen 
dann  zu  einer  Verallgemeinerung  des  hier  für  zwei  lineare  Formen 

bewiesenen  Satzes.  Nur  bietet  die  Ausdehnung  des  für  die  Grenz- 
fälle zuletzt  gewonnenen  Kriteriums  auf  beliebig  viele  Formen  erheb- 
liche Schwierigkeiten  dar.  n  lineare  Formen  mit  n  Variabein  und 

von  einer  Determinante  =  +  1  können  durch  ganzzahlige  Werte  der 
Variabein,  die  nicht  alle  verschwinden,  dem  Betrage  nach  sämtlich 
^  1  gemacht  werden;  soll  nun  das  Minimum  des  Formensystems 
genau  =  1  sein,  so  vermute  ich  wohl  und  ich  möchte  es  als  Aufgabe 
stellen,  diesen  Umstand  allgemein  zu  erweisen,  daß  dann  mindestens 

eine  der  Formen  notwendio-  ganzzahlio-e  Koeffizienten  haben  muß; 
aus  dieser  einen  Bedingung  würden  sich  hernach  die  vollständigen 

Bedingungen  dieses  Grenzfalles  leicht  durch  einen  Schluß  von  «  —  1 
auf  n  ergeben. 

§  ö.    Allgemeiner  Satz  über  konvexe  Figuren  mit  Mittelpunkt. 

Unter  einer  Jwnvexen  Figur  wollen  wir  eine  von  einem  ge- 
schlossenen, sich  nirgends  durchsetzenden  Kurveiizug  begrenzte  Figur 

verstehen,  die  so  beschaöen  ist,  daß  durch  jeden  Punkt  ihrer  Be- 
grenzung mindestens  eine  Gerade  sich  ziehen  läßt,  welche  die  Figur 

ganz  auf  einer  Seite  läßt.  Solche  Geraden  sollen  Stützgeraden  der 

Figur  heißen;  im  allgemeinen  werden  es  Tangeuten  der  Begrenzungs- 
kurve sein;  liegt  der  betreffende  Punkt  etwa  in  einem  geradlinigen 

Stück   der  Begi-enzungskurve,    so   bestinjmt    das  letztere   zugleich   die 
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Stützgerade  für  diesen  Punkt;   bildet   die  Kurve   in  dem  Punkte  eine 
Spitze,  so  gehen  durch  ihn  imendlicli  viele  Stützgeraden  (Fig.  16). 

Falls  die  konvexe  Figur  einen 
Punkt  besitzt,  welcher  jede  durch 
ihn  gehende  Sehne  halbiert,  so  heißt 
derselbe  MittelpunM  der  Figur. 

Fig.  16. Fig.  17. 

Verschiebt  roan  eine  konvexe  Figur  mit  Mittelpunkt  irgendwie 
parallel  zu  sich  selbst  (Fig.  17),  so  leuchtet  es  ein,  daß  das  von  der 

ursprünglichen  und  der  verschobenen  Figur  dargestellte  Gebilde  sym- 
metrisch ist  in  bezug  auf  den  die  Verbindungslinie  beider  Mittel- 

punkte halbierenden  Punkt. 

Wir  werden  den  folgenden  Satz  beweisen,  eine  Verallgemeinerung 
des  Satzes  V: 

VII.  Jede  lionvexe  Figur  mit  einem  GitterpunJct  als  Mittelpunkt, 
vom  Flächeninhalt  4,  enthält  außer  dem  Mittelpunlite  stets  noch  iveitere 
Gitterpmikte. 

Der  Beweis  läßt  sich  ganz  analog  führen,  wie  im  Falle  des 
Parallelogramms  (§2,  §  3),  welch  letzteres  ja  nur  eine  spezielle 
konvexe  Figur  mit  Mittelpimkt  ist. 
Wir  denken  uns  die  gegebene  Figur 
vom  Flächeninhalt  4,  deren  Mittelpunkt 
im  Nullpunkt  0  liegen  mag  (Fig.  18), 
zunächst  in  einem  Verhältnis  t:\  der- 

art zu  einer  Figur  vom  Parameter  t, 

wie  wir  dafür  sagen  wollen,  zusammen- 
gezogen, daß  diese  letztere  außer  dem 

MittelpunktekeinenweiterenGitterpunkt 

enthält,  und  dilatieren  hernach  diese  letz- 
tere, indem  wir  t  wachsen  lassen,  so  lange, 

bis  sie  etwa  für  t  =  M  zum  erstenmal 

mit  ihrer  Begrenzung  an  einen  Gitterpunkt,  etwa  P,  stößt.  (Selbst- 
verständlich stößt  sie  dann  gleichzeitig  an  einen  zweiten,  zu  P  be- 

züglich 0   symmetrischen  Punkt  P'.)     Die  so  gewonnene  Figur  vom 

Fig.  18. 
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Flächeninhalt  4M^  ziehen  wir  im  Verhältnis  2  :  1  zusammen,  erhalten 
auf  diese  Weise  eine  -au  ihr  homothetisehe  Figur  vom  Parameter 

M/2  und  dem  Flächeninhalt  31'-  und  verschieben  nun  die  letztere 
parallel  mit  sich  selbst  vom  Nullpunkt  aus  zu  jedem  anderen  Gitter- 

punkt als  Mittelpunkt.  Wir  betrachten  die  gegenseitige  Lage  irgend 
zweier  beliebiger  unter  den  Figuren,  die  wir  so  erhalten:  die  eine 

sei  die  Figur  um  0  als  Mittelpunkt;  bei  der  anderen  werden  wir  zu 

unterscheiden  haben,  ob  ihr  Mittelpunkt,  etwa  wie  P,  sich  auf  der 

Figur  vom  Parameter  31  um  den  Nullpunkt  findet,  oder  ob  er,  wie 

z.  B.  It.  außerhalb  der  letzteren  Figur  fällt.  Im  ersteren  Falle  müssen 

offenbar  beide  zuvor  genannten  Figuren  den  Punkt  Q,  welcher  die 

Verbindung-slinie  OP  ihrer  Mittelpunkte  halbiert,  gemein  haben;  da 

sie  nun  nach  einer  früheren  Bemerkung  um  den  Punkt  Q  zueinander 

symmetrisch  liegen,  so  leuchtet  es  ein,  daß  sie  durch  eine  diesem 

Punkte  zugehörige  Stützgerade  der  ersten  Figur,  die  dann  auch  Stütz- 
gerade der  zweiten  Figur  ist,  vollständig  getrennt  werden,  also  sicher  nicht 

ineinanderdringen.  Im  anderen  Falle  seien  H,  K  die  Schnittpunkte 

der  Begrenzuugskurven  beider  Figuren  mit  der  Verbindungslinie  OB, 
der  Mittelpunkte;  dann  ist 

OH=KR<^, 

und  es  zeigt  folglich  die  Betrachtung  paralleler  Stützgeraden  beider 

Figuren  in  den  Punkten  77,  K,  daß  die  Figuren  vollständig  ausein- 

anderliegen. Somit  wird  durch  die  Gesamtheit  der  gezeichneten 
Figuren  je  von  einem  Flächeninhalt  3P  jedenfalls  kein  Stück  der 

Ebene  mehrfach  überdeckt,  im  allgemeinen  nicht  einmal  die  ganze 

Ebene  lückenlos  erfüllt.  Konstruiert  mau  nun  andererseits  um  jeden 

Gitterpunkt  als  Mittelpunkt  ein  Parallelogramm,  dessen  Seiten  je  die 

Länge  1  haben  und  zu  den  Koordinatenachsen  parallel  sind,  wie  z.  B. 
das  Parallelogramm 

(Fig.  8),  so  wird  die  ganze  Ebene  von  der  Gesamtheit  dieser  Parallelo- 
gramme vom  Inhalt  1  einfach  und  lückenlos  überdeckt.  Hieraus 

folgert  man: 

il/2^1,  (13) 

und  dieser  Schluß  läßt  sich  in  genau  derselben  Weise  streng  be- 
gründen, wie  dies  in  §  4  für  den  Fall  eines  Parallelogramms  ge- 

schehen ist.  Aus  der  Ungleichung  (13)  folgt  nun,  daß  die  Figur 
vom  Parameter  31  höchstens  den  Flächeninhalt  4  hat,  also  innerhalb 

der  g.'gebenen  Figur  vom  Flächeninhalt  4  liegen  muß  oder  äußersten- 
falls mit  ihr  zusammenfällt,  woraus  dann  unmittelbar  die  Richtigkeit 

des  Satzes  VII  einleuchtet. 
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§  6.     Das  Produkt  zweier  binärer  linearer  Formen. 

Indem    wir   zu    den   Anwendungen    der    gewonnenen    Sätze    über- 
gehen, betrachten  wir  ein  Produkt  von  zwei  binären  linearen  Formen: 

^V-iccx  +  ßy){yx-^öij),  (14) 

ccd-ßy=l  (15) 

wobei  wir 

annehmen.  Ein  solches  Produkt  stellt  eine  binäre  indefinite  quadra- 

tische Form  in  den  Variabein  x,  y  mit  der  Determinante  —  \  dar.  Da 

nämlich  ^?;  und  {ax -]- ßy)  {yx-\- öy)  wegen  (15)  algebraisch- äqui- 
valente Formen  sind,  so  ist  die  Determinante  von  {ciX-\-ßy)  {yx-{-dy) 

gleich  jener  von  i,i],  also  =  —  \. 
Setzen  wir 

iri=-c,     lri  =  —  c,  (16) 

worin  c  eine  Konstante  bedeutet,  über  die  noch  verfügt  werden  soll, 

so  stellen  diese  Gleichungen  im  Koordinatensystem  (|,  ?j),  welches  wir 
der  Anschaulichkeit  halber 

als  rechtwinklig  annehmen 

können*)  (Fig.  19),  zwei 
gleichseitige  Hyperbeln  dar, 
welche  die  Koordinatenachsen 

zu  Asymptoten  haben  und 

eine  kreuzförmige,  bezüglich 

jeder  der  Achsen  symmetrische 

Figur  einschließen.  Legt  man 

in  einem  beliebigen  Punkte 

P  =  (Iq,  yiq)  eines  der  vier 
Hyperbeläste  eine  Taugente 

äPB  an  den  Ast  und  sym- 
metrisch dazu  Tangenten  an 

die     drei    übrigen    Aste,    so 

schließen  die  vier  Tangenten  Pig  ̂g. 
ein       Parallelogramm       ein, 

welches  für  die  gegebenen  Hyperbeln  einen  bestimmten,  bei  der 

Variation  der  Tangenten  konstant  bleibenden  Inhalt  hat.  Wir  wollen 

nun  die  Konstante  e  so  bestimmen,  daß  dieser  Flächeninhalt  =  4  wird. 

Da 'für  den  letzteren  wegen  (15) 

j  Cdxdy  ̂ fjcl^d)} 

*)  Indem  wir  über  die  Achsen  des  Koordinatensystems  {x,  y)  und  über  die 
Maßstäbe  auf  den  Achsen  entsprechend  verfügen. 
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crilt,  so  kauu  derselbe  =20Ä-  OB  gesetzt  werden;  nun  ist 

ÄP^PB 
folglich 

daher  ist  der  gesuchte  Inhalt  mit  Rücksicht  auf  (16)  gleich  8c  und 
es  ist  also 

zu  nehmen. 

Wir  werden  im  folgenden  jene  Gitterpunkte  in  Betracht  ziehen, 
welche  für  c  =  \  innerhalb  der  von  den  vier  Hyperbelästen  begrenzten 
Figur  liegen,  deren  Koordinaten  also  alle  gauzzahligen  Lösungen  der 
Ungleichung 

\{ax  +  ßy){yx-\-dy)\<\  (17) 
darstellen.  Zieht  man  durch  einen  Gitterpunkt  (x,  y),  der  vom 
Nullpunkte  verschieden  sein  soll,  vom  letzteren  aus  einen  Strahl, 

so  wird  dieser  Strahl  möglicherweise  noch  andere,  innerhalb  der  be- 
sagten Figur  gelegene  Gitterpuiikte  enthalten;  jedenfalls  wird  es 

darunter  einen  dem  Nullpunkte  nächsten  geben,  etwa  {p,  q),  und 
es  ist  klar,  daß  die  Koordinaten  desselben  zueinander  teilerfremde 
Zahlen  sein  werden  und  durch  Verdoppelung,  Verdreifachung  usf. 
derselben  sich  die  Koordinaten  der  weiteren,  auf  dem  nämlichen 

Strahle  befindlichen  Gitterpunkte  ergeben:  (2^j,  2q),  {dp,  og),  usf.  bis 
zu  (x,  y).  Gitterpunkte  {pi,  q)  mit  teilerfremden  Koordinaten,  welche 

die  Ungleichung  (17)  befriedigen,  wollen  wir  ̂ j;7';»?Y/w  Lösungen  dieser 
Ungleichung  nennen.  So  werden  sich  alle  Gitterpunkte  der  genannten 
Figur  auf  Strahlen,  die  durch  den  Nullpunkt  gehen,  anordnen  lassen, 
imd  unsere  Betrachtung  wird  sich  dann  bloß  auf  die  primitiven 
Lösungen  von  (17)  beschränken  können.  Die  letzteren  werden  in 
einer  bestimmten,  geometrisch  sehr  anschaulichen  Weise  zu  ermitteln 

sein,  nämlich  mit  Hilfe  einer  Tangente,  welche  längs  eines  Hyperbel- 
astes gleitend,  nach  und  nach  alle  primitiven  Lösungen  hervor- 
treten läßt. 

Um  dies  einzusehen,  müssen  wir  zuerst  die  Verteilung  der  Gitter- 
punkte in  einem  Parallelogramm  vom  Flächeninhalt  4  studiereu. 

§  7.    Verteilung  der  Gitterpuukte  in  einem  Parallelogramm 
vom  Inhalt  4. 

Es  sei  ein  solches  Parallelogramm  um  den  Nullpunkt  0  als 
Mittelpunkt  gegeben.  Es  kann  zunächst  vorkommen,  daß  dasselbe 
nur  Gitterpunkte  enthält,  die  auf  einer  einzigen  durch  den  Nullpunkt 
gehenden  Geraden  liegen,   daher  in  beliebiger  Anzahl  vorhanden  sein 
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■fr,s) 

können  (z.  B.,  wenn  das  Parallelogramm  genügend  lang  in  der  Rich- 
tung einer  der  Achsen  ist,  Fig.  20).  Gibt  es  zweitens  im  Parallelo- 

gramm Gitterpunkte,  die  auf  zwei  verschiedenen  Strahlen  vom  Null- 

punkt aus  liegen,  so  sei  ̂   =  (^,  g)  ein  solcher  Gitterpunkt  auf  dem 

einen,  2?=  (r,  s)  eiu  solcher  auf  dem  anderen 
Strahl,  wobei  die  Bezeichnungen  so  gewählt 
werden  können,  daß 

|?s  —  gr  >  0 

'A^fp,g^) 

ausfällt.  Dann  ist  es  klar,  daß  das  von  diesen  Punkten  und  den  dazu 

bezüglich  0  symmetrischen,  C'=(— ^,  —  g),  D={—r,—s)^  als  Ecken 
gebildete  Parallelogramm  ganz  in  dem  gegebenen  liegen  muß,  und  da 

es  den  Inhalt  2{ps  —  qr)  hat,  so  folgt  hieraus  notwendig: 

ps  —  qr  ̂   2. 

Diese  Ungleichung  kann,  da  ps  —  qr  eine  ganze  Zahl  ist,  nur  so  be- 
stehen, daß 

entweder    ps  —  qr  =  2     oder    ps  —  qr  =  1  (18) 

ist,  und  diese  zwei  Fälle  werden  nun  zu  unterscheiden  sein. 
Im  ersteren  Falle  hat  das  von  den  vier  bezeichneten  Punkten 

gebildete  Parallelogramm  genau  den  Inhalt  4;  dies  ist  nur  so  mög- 
lich, daß  diese  Punkte  mit  den  Ecken  des  gegebenen  Parallelogramms 

bzw.  zusammenfallen.  Gibt  es  nun  im  Inneren  des  letzteren  keine 

Gitterpunkte  außer  dem  Nullpunkte,  dann  liegt  offenbar  der  erste 

von  den  im  §  4  besprochenen  Grenzfällen  vor,  und  es  werden  sonach 

neben  den  Ecken  des  Parallelogramms  auch  die  Mittelpunkte  seiner 

Seiten  (Fig.  21),  E,  F,  G,  H,  Gitterpunkte  sein. 

Um  diese  Umstände  weiter  arithmetisch  auszulegen,  identifizieren 
wir  OAB  mit  dem  gleichbezeichneten  Dreieck  vom  Inhalt  1  in  der 

Figur  19  und  transformieren  das  Koordinatensystem  der  x,  y  durch 

eine  ganzzahlige  lineare  Substitution  von  der  Determinante  1  derart, 

daß  die  Mittelpunkte  zweier  anstoßender  Seiten  des  Parallelogramms, 

etwa  E,  F,    im   neuen   System  X,  Y  die   Koordinaten  1,0  resp.  0,1 

Minkowski,  diophant.  Approximationen.  '6 
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erhalten.  Dauu  müssen  die  Gleichungen  der  Diagonalen  in  die  folgen- 
den übergehen: 

und  es  sind  sonach 

die  transformierten  Ausdrücke  von  |,  i],  wobei  q,  6  positiv  sind  und 
zum  Produkt  ̂   ergeben  müssen,  weil  der  Wert  1  der  Determinante 
der  Formen  ̂ ,  ?;  durch  unsere  Substitution  nicht  geändert  wird;  im 
übrigen  bleibt  etwa  q  beliebig.  Die  Form  h]  geht  dann  in  die  Form 

^(X-  —  Y-)  über.  Läßt  sich  umgekehrt  1?^  durch  eine  ganzzahlige 
Substitution  von  der  Determinante  1  in  ̂ (X-  —  Y^)  transformieren,  — 
wir  bezeichnen  dieses  Verhalten  als  arithmetische  Äquivalenz  der 

beiden  Formen  — ,  so  entsprechen  ganzzahligen  Lösungen  der  Un- 
gleichung 

ganzzahlige  Lösungen  der  folgenden: 

-.V|(X-r)(X+IO^i; 

die   letztere   hat   aber   außer   (0,  0)   nur   noch  die  folgenden  acht  pri- 
mitiven ganzzahligen  Lösungen: 

(±1,0),     (0,±1),     (±1,  ±1). 

In  diesem  Fall  enthält  also  der  von  den  vier  Hyperbelästen  ein- 
geschlossene Bereich  auf  den  beiden  Achsen  unendlich  viele  Gitter- 

puukte,  außerhalb  derselben  dagegen  nur  vier  Gitterpunkte,  die  auf 
den  Hyperbelästen  symmetrisch  liegen  und  für  welche  i,rj  genau 
=  |-  wird. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  es  sei  zwar  j^s  —  qr  =  2,  es  liege  aber  noch 
im  Inneren  des  Parallelogramms  AB  CD  ein  vom  Nullpunkte  verschie- 

dener Gitterpunkt  (r',  s)  und  zwar  etwa  im  Quadranten  AOB  und 
nicht  auf  der  Strecke  OA,  dann  zeigt  es  sich  ebenso,  wie  vorhin 

entsprechend  für  die  Punkte  (2?,  q),  (r,  s),  daß  ps  —  qr'=  1  sein  muli*), also  das  von  den  Punkten 

{p,q),     (r',s'),     (-p,-q),     (-r',-s') 
gebildete  Parallelogramm  dem  Inhalte  nach  die  Hälfte  des  gegebenen 
beträgt,  und  hieraus  geht  auf  Grund  einer  einfachen  geometrischen 

Überlegung  hervor,  daß  der  Punkt  (r',  s')  notwendig  auf  der  Geraden 
EF  hegt-,  würde  nun  (/,«')  nicht  auf  OB  fallen,  so  würde  analog 
einzusehen  sein,  daß  dieser  Punkt  auf  der  Geraden  HE  liegen,  somit 

in  E  fallen  müßte,  Avas  ein  Widerspruch  gegen  die  Voraussetzung  be- 

*)  Die  Eventualität  ps' — qr'=2  ist  von  vornliorein  ausg-eschlosseu ,  da 
der  Punkt  (>•',«')  im  Inneren  des  gegebeneu  Parallelogramms  liegen  soll. 
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treffs  (r,  s)  wäre.  Also  kann  nur  r  =  2r,  s  =  2s  sein.  Alsdann  geht 
^)j  durch  die  uuimodulare  ganzzahlige  Substitution 

X  =  pX  -{■  r'  Y,     y  =  qX  -\-  s'Y 

in  XT"  über,  und  die  Ungleichung  \t,rj\  ̂ ^  hat  nur  die  vier  primi- 
tiven ganzzahligen  Lösungen  (X,  Y)  =  (+  1,0),  (0,  ±  1). 

Nehmen  wir  andererseits  an,  daß  nicJit  alle  vier  Ecken  des  ge- 
gebenen Parallelogramms  vom  Inhalt  4  Gitterpunlde  sind,  so  haben  wir 

notwendig 
ps  —  qr  =  1.  (19) 

Wir  wenden  alsdann  auf  das  Zahlengitter  der  x,  y  die  Substitution 

X  =  pX  -\-  rY,     y  =  qX  -\-  sY 

an,  wodurch  die  Punkte  (x,  y)  =  (p),  q),  (;>',  s)  bzw.  in  die  Punkte 
(X,  Y)  =  (1,  0),  (0,  1)  übergehen.  Sollten  dann  außer  den  fünf  Gitter- 

punkten (X,  Y)  =  (0,  0),  (+  1,  0),  (0,  +  1)  noch  weitere  zwei,  etwa 
(P,  Q),  (—  P,  —  Q)  im  Parallelogramm  liegen,  so  kann  hierbei  jede 
der  Determinanten 

jedenfalls  nur  einen  von  den  Werten  0,  +1,  —  1  haben;  da  jedoch 
die  Kombinationen  (P  =  +  1>  Q  =  ̂ )  ̂ ^nd  (P  =  0,  ̂   =  +  1)  bereits 
vertreten  sind,  so  kommen  nur  die  vier  (P=  +  1,  <?  =  +!)  ̂ ^  Be- 

tracht; nehmen  wir  nun  an,  es  liege  von  den  letzteren  etwa  der 

Punkt  ( — 1,1)  und  hiermit  auch  (1,  —  1)  im  Parallelogramm,  so 
können  dann  die  Punkte  (1,1),  ( — 1, — 1)  nicht  mehr  im  Parallelo- 

gramm  liegen,   weil   sonst  aus  den  zwei  Punkten  (1, —  1),  (1,  1)  die 

Determinante  —  2  hervorginge,  was  unseren  Voraussetzungen 

nicht  entspricht. 

Somit  liegen  im  gegebenen  Parallelogramm,  in  dem  jetzt  unter- 
suchten Falle,  außer  dem  Mittelpunkt  entweder  4  oder  6  Gitterpunkte; 

weitere  Eventualitäten  gibt  es  nicht. 
Um  noch  bei  Eintritt  der  zweiten  Eventualität  die  Lage  des 

Parallelogramms  zu  den  6  Gitterpunkten  zu  erkennen,  fragen  wir  nach 
den  an  Flächeninhalt  kleinsten  Parallelogrammen  unter  alleu,  die  das 
Sechseck  jener  Gitterpunkte  in  sich  schließen.  Mau  erkennt  zunächst, 
daß,  wenn  in  einem  solchen  kleinsten  Parallelogramm  irgend  eine 
Seite  nur  einen  einzigen  Eckpunkt  vom  ganzen  Sechseck  enthalten 
soll,  dieser  notwendig  in  der  Mitte  der  Seite  liegen  muß;  denn 
sonst  könnte  durch  Drehung  dieser  Seite  um  den  bezeichneten  Punkt 

und  der  gegenüberliegenden  Seite  um  den  zu  jenem  bezüglich  0  sym- 
metrischen Punkt  der  Inhalt  des  Parallelogramms  verkleinert  werden 

(Fig.  22).     Es    erhellt  sodann,    daß   die  Verbindungslinie    der   beiden 
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besagten  Punkte  Mittellinie  des  Parallelogramms  sein  wird,  und  hier- 
aus folgt,  daß  des  letzteren  übrige  zwei  Seiten  mit  zwei  Seiten  des 

Sechsecks  zusammenfallen  müssen  (Fiji;.  23).  Daneben  bleibt  nur  noch 
die  Möglichkeit  bestehen,  daß  alle  vier  Seiten  des  Parallelogramms 
mit  vier  Seiten  des  Sechsecks  bzw.  zusammenfallen,  was  nur  in  der 
auf  Fig.  24  dargestellten  Weise  geschehen  kann.  Dies  sind  die  einzigen 
Fälle,  in  denen  der  Inhalt  unseres  Parallelogramms  einen  minimalen 

Wert  haben  kann,  und  da  derselbe  in  diesen  Fällen  offenbar  4  be- 
trägt, so  sind  hiermit  überhaupt  diejenigen  Parallelogramme  vom  lu- 

lialt  4  gefunden,  welche  ein  Sechseck  von  Gitterpunkten  enthalten.  Da 
nun  das   zweite,   der  Fig.  24   entsprechende  Parallelogramm   offenbar 

Fig.  22. Fig.  23 

Fig. 

auch  seine  übrigen  zwei  Ecken  zu  Gitterpunkten  hat,  also  zu  dem 

schon  früher  abgehandelten  Falle  gehört,  so  bleibt  die  auf  Fig.  23  dar- 
gestellte Lage  als  die  hier  einzig  mögliche  bestehen. 

§  8.    Eigenschaften  der  Lösungen  von  |  ^tj  [  <  ̂  . 

Wir  kehren  nun  zur  Betrachtung  sämtlicher  Parallelogramme 
vom  Flächeninhalt  4  zurück,  die  den  Nullpunkt  zum  Mittelpunkt  und 
die  zwei  Geraden 

^  =  ax-\-  ßy  =  0,     r]  =  yx-\-dtj  =  0     {ad-ßy=l)        (20) 
zu  Diagonalen  haben,  also  von  den  zwei  Hyperbeln 

eingeschlossen  werden.  Dabei  schließen  wir  die  schon  vorher  er- 
ledigten Fälle  aus,  daß  die  Form  ̂ i]  in  den  Variabein  x,y  sei  es  mit 

der  Form  XY,  sei  es  mit  der  Form  ̂ (X^— 1'^)  arithmetisch  äqui- valent ist. 

Sind  2q,  2(J  die  Längen  der  auf  der  |-  bzw.  ?;- Achse  gelegenen 
halben  Diagonalen  eines  solchen  Parallelogramms,  wobei  qö  =  ̂   ist, 
80  sind 

2q   ̂    2ß         =C  ■"'      2q  2a         — 

die  Gleichungen  der  vier  Seiten  dieses  Parallelogramms,  und  mit  Rück- 
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sieht  darauf  kann  man  das  Innere  und  die  Begrenzung  dieses  letzteren 
durch  die  Unsfleichuns 

2p 

+ 2c £  1  (21) 
definieren. 

Den  Ergebnissen  des  §  7  zufolge  wird  ein  jedes  der  in  Rede 
stehenden  Parallelogramme  im  allgemeinen  entweder  nur  ein  Paar 
entgegengesetzter  primitiver  Lösungen  der  Ungleichung 

;^?l<i-  (22) 
und  dann  beliebig  viele  äquidistante  Gitterpunkte  auf  einer  Geraden 
durch  den  Nullpunkt  oder  2icei  Paare  entgegengesetzter  primitiver 
Lösungen  und  dann  ausschließlich  diese  vier  Gitterpunkte  (außer  0) 
enthalten;  endlich  kann  noch  der  besondere  Fall  eintreten,  daß  sechs 
Gitterpunkte  (außer  0)  im  Parallelogramm  liegen,  und  zwar  alle  auf  der 
Besrenzuno;  desselben:  da  aber  im  letzteren  Falle  zwei  von  den  Gitter- 

punkten  in  den  Mitten  zweier  gegenüberliegender  Seiten  des  Parallelo- 
gramms, also  auf  zwei  Hyperbelästen  liegen  und  daher  die  Gleichung 

!^^l  =  i  (23) 
erfüllen,  die  übrigen  vier  dagegen  sicherlich  im  Inneren  der  von  den 

vier  Hyperbelästen  begrenzten  Figur  enthalten  sind,  also  der  Un- 
gleicliung  (22)  genügen,  so  gibt  es  im  Parallelogramm  auch  in  diesem 
Falle  bloß  zwei  primitive  Lösungspaare  von  (22). 

Wir  zeigen  nun  andererseits,  daß  zu  jeder  primitiven  Lösung  (jp,  q) 
ton  (22)  sich  ein  Farallelogramm  (21)  konstruieren  läßt,  welches  außer 

dem  NullpunJcte  nur  die  zivei  GitterpunMe  (p,q),  {— p,  —  q)  i^nd  leine 
iveiteren  enthält.  Wir  legen  zu  diesem  Behufe  durch  den  Punkt 

(p^  q)  =  Ä,  welcher  etwa  im  positiven  | ,-»;- Quadranten  und,  wie  wir 
der  Einfachheit  wegen  annehmen  wollen,  weder  auf  der  ̂ -  noch  auf 
der  i^-Achse  liege,  eine  Tangente  an  den  in  demselben  Quadranten  be- 

findlichen Hyperbelast,  und  zwar  etwa  jene  von  den  beiden  möglichen 
Tangenten,  deren  Berührungspunkt  die  kleinere  Abszisse  hat.  Durch 
die  Spiegelungen  der  konstruierten  Tangente  an  den  Achsen  geht 
ein  Parallelogramm  vom  Inhalt  4  hervor,  welches  außer  {p,  q)  und 

(—  p,  —  q)  sicherlich  noch  weitere  vom  Nullpunkte  verschiedene 

Gitterpunkte  enthalten  wird.  Liegen  dieselben  aUe  auf  der  Begi-enzung 
des  Parallelogramms,  so  tritt,  weil  die  Äquivalenz  der  Form  i,i]  in 

x,y  mit  ̂ (X^—Y^)  ausgeschlossen  Avurde,  notwendig  der  zu  Ende 
des  §  7  besprochene  Fall  von  sechs  Gitterpunkten  ein,  welche  als- 

dann die  auf  Fig.  25  dargestellte  Lage  haben  und  wobei  die  durch  Ä 
laufende  Seite  noch  einen  zweiten  Gitterpunkt,  B,  enthält.  Liegt  dagegen 

ein  von  Ä  verschiedener  Gitterpunkt,  etwa  (r,  s)  =  B,  im  Inneren  des 

Parallelogramms,  so  enthält  dieses  letztere  außer  dem  Nullpunkte  not- 
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wendig  nur  die  vier  Gitterpunkte:  (p,  q),  {— p,  —  q),  (r,  s),  (-  r,  —s)  und 
keine  Aveiteren  (Fic^.  26).  Zerfällt  man  dann  das  Parallelogramm  durch 

Konstruktion  der  zu  den  Seiten  parallelen  Mittellinien  in  vier  Qua- 

dranten, so  sieht  man  leicht  ein,  daß  Ä  und  B  nicht  in  einem  und 

demselben  Quadranten  liegen  können  ('und  eo  ipso  auch  nicht  in  zwei 
o-eirenüberlieo-euden  Quadranten):  denn  es  würde  sonst  auch  der  Punkt 

(^p  —  r,  q  —  s)  in  das  Parallelogramm  fallen,  dieses  also  mehr  als  vier 

Gitterpunkte  (außer  0)  enthalten,  die  nicht  alle  auf  seiner  Begrenzung 

läfen,  was  ausgeschlossen  ist.    Daher  wird  jedenfalls  der  Quotient   - 
für  B  kleiner  als  für  Ä  ausfallen: 

< m 

FiR.  25. Fig.  26. 

Zieht  man  nun  durch  A  die  andere  Tangente  an  den  nämlichen 
Hyperbelast,  so  erhellt  aus  denselben  Gründen,  wie  vorhin,  daß  das 
zugehörige  Tangentenparallelogramm  außer  (jh  1)  noch  eine  Lösung 

von  (22),  etwa  (/,  s')  =  B,  enthalten  wird,  welche  sodann  von  {p,  q) 
wiederum  durch  eine  Mittellinie  des  neuen  Parallelogramms  e-etrennt 
sein  wird,  so  daß  sicher 

|-i  <|--i  (25) 
ist. 

Wir  lassen  nun  die  eine  der  durch  A  gezogenen  Tangenten,  .4H, 

gegen  die  andere,  A=.',  hin  an  der  Hyperbel  kontinuierlich  gleiten, 
bis    sie    mit    A'E!    zusammenfällt.      Der   Punkt   A    bleibt    dann    fort- 
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■wähi-end  im  Inneren  des  Dreiecks  liegen,  welches  von  den  Achsen 
und  der  beweglichen  Tangente  gebildet  wird:  folglich  kann  dabei 

gleichzeitig  mit  li  weder  B'  noch  sonst  ein  anderer  Gitterpunkt,  der 
vom  Nullpunkte  0  und  den  zu  Ä,  B  bezüglich  0  symmetrischen 
Punkten  verschieden  wäre,  sich  im  Parallelogramm  vorfinden,  und  es 
ist  somit  klar,  daß  in  einem  bestimmten  Momente  der  Punkt  B  aus 
dem  Parallelogramm  heraustreten  und  nachher  noch  eine  Zeitlang  weder 

B  noch  ein  sonstiger  neuer  Gitterpunkt  sich  im  Parallelogramm  be- 
finden wird.  Die  besao^te  Tangente  wird  somit  wäkrend  ihrer  Bewegung 

sicherlich  auch  in  solche  Lagen  kommen,  bei  denen  das  zugehörige 

Parallelogramm  außer  (0,0),  {p,q),  ( — P,—<i)  keine  weiteren  Gitter- 
punkte enthält,  was  zu  beweisen  war. 

§  9.    Die  Kette  der  primitiven  Lö saugen. 

Es  ist  nun  leicht  zu  zeigen,   daß  es  keine  primitive  Lösung  der 

L^ngleichung  (22)  geben  kann,  deren  zugehöriger  Betrag  von  ̂ /ij  der 

Größe  nach  zwischen  den  Beträgen und 
—  i     läge. 

ri\A  I  rj  s        =• 
Denn  angenommen,  C  =  {x,  y)  wäre  eine  solche  Lösung,  so  seien 

{B)  und  (C)  diejenigen  Punkte  im  positiven  |,  ?;- Quadranten,  welche 
mit  B  bzw.  C  in  den  Beträgen  j|j,  \'Yi\  übereinstimmen,  also  B  bzw.  C 
selbst  oder  Spiegelbilder  davon  an  den  Achsen  oder  dem  Punkte  0 
vorstellen;  die  Annahme  bedeutet,  daß  (C)  im  Winkelraume  AO{B) 
der  von  0  durch  A  und  [B)  gezogenen  Strahlen  liege.  Dann 
ließe  sich  dem  soeben  Bewiesenen  zufolge  eine  Tangente  au  den 
Hyperbelast  im  ersten  Quadranten  konstruieren,  welche  den  Punkt  (C) 
auf  der  Seite  des  Nullpunktes,  dagegen  A  und  {B)  auf  der  anderen 

Seite  liegen  läßt,  —  und  dies 
würde  jedenfalls  erfordern,  daß  {ü) 
innerhalb  des  Dreiecks  OA(B) 
sich  befinde.  Alsdann  aber  würde 

eines  der  beiden  Tangentenparal- 
lelogTamme,  welche  aus  den  zwei» 

Tangenten  durch  A  bzw.  hervor- 
gehen, alle  drei  Punkte  A,  B,  C 

und  die  dazu  bezüglich  0  symme- 
trischen enthalten,  und  zwar  nicht 

alle  auf  der  Begrenzung,  was  aus- 
geschlossen ist. 

Hiermit  ist  in  der  beweglichen  Tangente  am  Hyperbelaste  |?;  =  4-, 
I  >  0,  ein  Mittel  gewonnen,  alle  primitiven  Lösungen  (.r,  y)  der  Un- 

gleichung {22),  für  die  r^'^0  ist,  durch  aufeinanderfolgende  Absonderung 
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je  einer  von  ihnen  in  ganz  bestimmter  Anordnung  hervortreten  zu 
lassen.  Man  läßt  die  Tangente,  von  einer  bestimmten  Lage  derselben 
auso"ehend,  einmal  in  der  einen,  ein  anderes  Mal  in  der  anderen  Rieh- 
tung  an  dem  Hyperbelaste  ins  Unendliche  fortgleiten,  konstruiert 

beständig  das  Spiegelbild  der  Tangente  an  der  ?;-Achse  und  gewinnt 
eine  Kette  der  über  der  |- Achse  gelegenen  primitiven  Lösungen  A^ 
von  (22),  ausgehend  von  einer  beliebigen  solchen  Lösung  A^^  wobei 
die  Reihenfolge  der  Lösungen  durch  eine  der  Ungleichungen 

n  Vy. i-         ,     bzw.     \\     >\\  (2ß) 

gekennzeichnet  wird,  je  nachdem  die  Kette  in  der  einen  oder  anderen 

Richtung  durchlaufen  wird,  unter  A.^,A.^j^^  bzw.  A.^,  A^_i  zwei  be- 
nachbarte Glieder  der  Kette  verstanden.  Dieses  Gesetz  der  Anordnung 

läßt  sich  noch  schärfer  fassen:  legt  man  nämlich  durch  den  Punkt 

Ay  jene  von  den  zwei  in  Betracht  kommenden  Tangenten,  deren  zu- 
gehöriges Parallelogramm  den  folgenden  Punkt  A^_^_^  enthält,  so 

müssen  A^  und  A^_^^,  wie  wir  gesehen  haben,  in  zwei  anstoßenden 
von  den  vier  Quadranten,  in  welche  das  genannte  Parallelogramm 
durch  Konstruktion  der  Mittellinien  zerfällt,  zu  liegen  kommen 
(Fig.  28),  woraus  dann  notwendig 

folgt,  und  in  ganz  entsprechender  Weise  ergibt  sich,  wenn  man  hier 
die  Rollen  von  A^  und  A^_^_l  vertauscht: 

\ViA,<^vli...-  (28) 

Es  ordnen  sich  somit  die  primitiven  Lösungen  von  (22)  durch  unser 

Verfahren  in  der  Weise  an,  daß  '  1 1  fortwährend  abnimmt  und  \  r]  \  fort- 
uährend  UHichst,  oder  umgehehrt,  und  zwar  je  nach  dem  Beivegnngssinne 
der  Tangente.  Für  zivei  aufeinanderfolgende  primitive  Lösungen  A^, 
A^_^i  hat  dabei  das  Dreieck  OA^A^_^_^  jedesmal,  sei  es  mit  positivem, 
sei  es  mit  negativem   Umlaufssinne,  den  Flächeninhalt  ^. 

§  10.    Ketten  mit  Ende. 

Wofern  keine  der  Achsen  vom  Nullpunkte  verschiedene  Gitter- 
punkte enthält,  wird  die  Kette  der  primitiven  Lösungen  von  (22) 

sich  nach  beiden  Richtungen  ins  Unendliche  erstrecken.  Anders  ist 
es,  wenn  auch  auf  einer  oder  auf  beiden  Achsen  sich  Gitterpunkte 
befinden,  und  diese  Grenzfälle  wollen  wir  jetzt  betrachten. 

Es  mögeii  etwa  auf  der  | -Achse  Gitterpunkte  vorhanden  sein 
und  Aq  sei  der  nach  der  positiven  Seite  dem  Nullpunkte  nächste  unter 
ihnen.  Wir  können  unter  Zulassung  einer  entsprechenden  ganzzahligen 
unimodularen   Transformation   der  Variabein   annehmen,    daß   Aq   die 
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Koordinaten   1,0  hat.     Dann    ergibt    sich, 

1^  =  0  liegt  (vgl.  (20)): 

und  in  der  Folffe j^  =  0 

da   An    auf   der    Geraden 

Avoraus 
^  =  -^-(^-^1^^^)'   v  =  ̂y 

hervorgeht,   und    da   es  hier  bloß  auf  die  Werte  von  \^r}\  ankommt, 

so    können    wir    ̂   =  1    annehmen,    worauf   sich    die    beiden   Formen, 
wenn  wir  noch  —  a  für 

ßd  setzen,   in   der  Gestalt 
=  X  -  ay,  i]  =  ij    (29) 

schreiben.  Der  Grenzfall, 
den  wir  hier  betrachten, 
läuft  also  wesentlich  darauf 

Fig.  28. Fig.  29. 

hinaus,   daß  in  der  ursprünglich  gegebenen  Form  ri  die  Koeffizienten 
ein  rationales  Verhältnis  haben. 

Legen  wir  nun  durch  den  Punkt  A^  jene  Tangente  an  die  Hyperbel 

i,ri  =  ̂ ,  deren  Berührungspunkt  im  Endlichen  liegt  (Fig.  29),  so  ent- 
hält das  zugehörige  Tangentenparallelogramm  vom  Inhalt  4  eine 

weitere  primitive  Lösung  A^  oberhalb  der  |-Achse  und  es  gibt  dann 
keinen  Gitterpunkt  C,  wofür 

0< 

< i  Ui 
(30) 

wäre,  was  genau  in  der  Art  von  §  9  zu  beweisen  ist.  Ziehen  wir 

hernach  durch  (^4^)  diejenige  Tangente  an  Itj  =  ̂ ,  welche  einen  Be- 

rührungspunkt mit  größerem  1 1 '  aufweist,  so  enthält  das  zugehörige 
Tangentenparallelogi-amm  den  Punkt  A^,  und  wenn  wir  dann  die  letzt- 

genannte Tangente  entlang  der  Hyperbel  in   der  Richtung  der  wach- 
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senden  |  ̂  gleiten  lassen,  so  wird  im  gleichzeitig  variierten  Parallelo- 
gramm fortan  nur  noch  die  einzige  primitive  Lösung  Ä^^  enthalten 

sein,  denn  eine  weitere  C  müßte  jedenfalls  der  Ungleichung  (30)  ge- 
nügen, was  nicht  möglich  ist. 

Somit  erscheint  im  vorlicuenden  Grenz  falte  die  Kette  der  iwimitiven 

Lösungen  von  (22)  nach  der  liichtung  der  ivachsenden  \  'i  \  im  PunMe  A^ 
abgebrochen  und  ivir  haben  in  Äq  eine  erste  Lösung,  von  welcJwr  die 
Kette  angeht. 

Von  da  aus  kann  sich  die  Kette  in  der  Richtung  der  abnehmen- 
den 1^1  ins  Unendliche  erstrecken  oder  aber  auch  nach  dieser  Richtung 

abbrechen.  Letzteres  wird  nämlich  dann  und  nur  dann  der  Fall  sein, 

wenn  auch  die  ?/- Achse  Gitterpunkte  enthält,  also  die  Gleichung 
^  =  cc  —  ay  =  0  vom  Nullpunkte  verschiedene  ganzzahlige  Lösungen 
besitzt,  wozu  es  sichtlich  notwendig  und  hinreichend  ist,  daß  a  eine 
rationale  Größe  ist.  Ist  dagegen  a  irrational,  so  ist  die  Kette  nach 
der  besa<?ten  Richtung  endlos. 

Dieser  Fall  rj  =  y  bietet  ein  besonderes  arithmetisches  Interesse 
dar.  Man  erkennt  nämlich,  daß  die  sich  in  diesem  Falle  ergebende 

Kette  der  primitiven  Lösungen  (x,  y)  von  \'^r}\=  (x  —  «y  )y  |  <  4-  in 
den  Größen  x/y  die  fortlaufenden  Näherungsbrüche  eines  Kettenbruchs 
für  a  liefert,  welcher  unter  den  sämtlichen  möglichen  Kettenbrüchen 

für  a  am  schnellsten  konvergiert.*) 

§  11.     Nichthomogene  zerlegbare  quadratische  Ausdrücke. 

Wir  wollen  jetzt  nichthomogene  zerlegbare  quadratische  Aus- 
drücke von  der  Gestalt 

(^  —  Q('/  -  '/o)  =  (cix-j-ßy  —  lo) (yx  -f  öy  —  ij^)  (31) 

betrachten,  wozu  wesentlich  andere  Überlegungen  als  bei  den  homo- 
genen Ausdrücken  erforderlich  sind.  Die  wichtigste  Anwendimg  der 

Untersuchung,  die  sich  an  solche  Formen  knüpfen  wird,  bezieht  sich 

auf  die  Frage  nach  der  Annäherung  eines  Ausdrucks  x  —  ay  —  b, 
worin  a,  h  beliebige  reelle  Größen  bedeuten,  mittels  rationaler  ganzer 
X,  y  an  die  Null.  Die  ersten  diesen  Gegenstand  betreffenden  Sätze 

stellte  Tschebyschew  auf**),  indem  er  die  Existenz  ganzzahliger 
Lösungen  {x,  y)  der  Ungleichung 

I  X  —  ay  —  b    <i  — I 

*)  Darüber  vgl.  Minkowski,  Über  die  Anuilherung  an  eine  reelle  Größe 
durch  rationale  Zahlen.     Math.  Ann.  Bd.  LIV  S.  91flF. 

**)  Ob  odnom  arif'meticeskom  woprosje.  (Über  eine  arithmetische  Frage.) Denkschr.  d.  Petersb.  Akad.  Bd.  X.  1866.  (Auch  in  franz.  Übers,  in  den  „Oeuvres 

de  P.  L.  Tcheb}  chef",  hgg.  v.  Markow  u.  Sonin.  Bd.  1.  S.  637  0.) 
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nachwies  uud  solche  Lösungen  mit  Hilfe  je  zweier  sukzessiver  Nähe- 
rungswerte des  für  a  zu  bildenden  Kettenbruchs  aufstellte.  Herrn ite 

ging  auf  die  Tscheby  seh  ewschen  Sätze  ein*)  und  gab  einen  zweiten 
Beweis  derselben,  welcher  sich  auf  einen  Hilfssatz  über  definite  ter- 

näre  quadratische  Formen  stützt  und  zu  einer  etwas  schärferen  An- 
näherung, als  die  Tschebyschewsche,  führt. 

Wir  werden  im  folgenden  durch  geometrische  Behandlung  des 

Problems  nicht  nur  zu  einem  allgemeineren  Resultate,  als  dem  von 

Tschebvschew  ano-eo-ebenen,  gelangen,  sondern  auch  die  Annäherung 
der  fraglichen  Ausdrücke  an  Null  erheblich  verschärfen.  Wir  ziehen 

statt  der  speziellen  quadratischen  Verbindung  (x  —  ay  —  h)y  die  allge- 
meinere (31j  in  Betracht  und  werden  beweisen,  daß  zu  derselben  sich 

immer  ganze  Zahlen  x,  y  derart  angeben  lassen,  daß 

wird;  dabei  können  die  betreifenden  Zahlen  x,  y  unter  Umständen 

auch  beide  gleich  Null  sein.  Es  wird  sich  ferner  zeigen,  daß  das 

Gleichheitszeichen  hier  nur  in  dem  Falle  erfordei-lich  ist,  wo  der  Aus- 

druck (I  —  lo)  (i]  —  rio)  in  den  Variabein  x,  y  mit  dem  Ausdrucke 

(X  — -|-)(y— i-)  arithmetisch  äquivalent  ist. 
Zunächst  soll  die  Idee  der  geometrischen  Methode,  die  uns  zu 

dieser  Erkenntnis  führen  wird,  auseinandergesetzt  werden. 

Es  sei  eine  konvexe  Eichfigur  vom  Inhalt  J  um  den  Nullpunkt 

als  Mittelpunkt  gegeben;  sie  soll  so  klein  sein,  daß,  wenn  sie  von  da 
aus  zu  jedem  anderen  Gritterpunkt  als  Mittelpunkt  parallel  mit  sich 

selbst  verschoben  wird,  alle  so  entstehenden  Figuren  auseinanderliegen 

(Fig.  30).  Diese  letzteren  dehnen  wir  in  der  bereits  wiederholt  an- 
gewandten Weise  in  einem  kontinuierlich 

wachsenden  Dilatationsverhältnis  t  von 

ihren  Mittelpunkten  so  lange  aus,  bis  sie 
zum  erstenmal  zusammenstoßen;  die  neu  / 

gewonnenen  Figuren  entsprechen  sodann,  \ 

der  im  §  2  eingeführten  Bezeichnung  ge- 

mäß, dem  Parameter  t  =  Mß  und  jede  von  ;' 
ihnen  hat  den  Flächeninhalt  M^t7/4.  Da-  '; 
bei  werden  im  allgemeinen  zwischen  den 

einzelnen  Figuren  noch  Lücken  vorhanden  / 
sein.  Nun  dehnen  wir  die  Figuren  weiter  \ 

aus,  bis  sie  bei  einem  bestimmten  anderen 

Werte  des  Parameters,  etwa  t  =  N/2  (und      '^----^    V_---'    Fig.  :iO. 

*)    Sur    une    extension    donnee   ä  la    theorie    des    fractions    continues    par 
M.  Tchebychef.     Grelles  Journ.  Bd.  88.  1880. 
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also  dem  Flächeninhalt  iV^  J/4  jeder  einzelnen  Figur),  keine  Lücken  mehr 
lassen,  sondern  die  ganze  Ebene  vollständig  und  mindestens  einfach 
überdecken.  Dieser  Zustand  muß  sichtlich  dann  bereits  erreicht  sein, 

wenn  die  Figur  um  den  Nullpunkt  den  Bereich 

ganz  einschließt.  Während  wir  nun  für  den  Flächeninhalt  JkPJ/4: 
die  Existenz  einer  oberen  Grenze,  und  zwar  der  Grenze  1,  nach- 

gewiesen hatten,  läßt  sich  für  2^J/4  im  allgemeinen  keine  obere 

Grenze  angeben.  (Es  genügt  z.  B.  die  Eichfigur  als  eine  Ellipse  an- 

zunehmen, deren  große  Achse  etwa  in  der  a' -Achse  liegt  und  die  ein 
entsprechend  kleines  Verhältnis  der  kleinen  zur  großen  Achse  auf- 

weist, damit  der  Parameter  N/2  eine  beliebig  angebbare  Grenze  über- 
schreite. Fig.  31).  Indessen  lassen  sich  gewisse  besondere  Figuren 

angeben,  bei  denen  für  y^J/4:  eine  obere  Grenze  existiert;  dies  ist 
nämlich  immer  dann  der  Fall,  wenn  die  Figur  vom  Parameter  31 

mehr  als  zwei  Gitterpunkte  auf  der  Begi-enzung  enthält. 
Wir  wollen  nun  als  Eichfigur  irgend  ein  solches  Parallelogramm 

um  den  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  annehmen,  dessen  Diagonalen  auf 
den  durch  die  Gleichungen 

^  I  =  «a; -}- /3y  =  0, 

yx-\-  dy  =  0 V 
(33) 

(ad-ßy=l) 

Flg.  31. gegebenen  Geraden  liegen  (Fig.  32). 
Wir  verschieben  dieses  Parallelo- 

gramm parallel  mit  sich  selbst  zu 
jedem  anderen  Gitterpunkt  als 
Mittelpunkt  und  dehnen  die  so 
entstandenen  Figuren  in  der  oben 
beschriebenen  Weise  so  lange  aus, 

bis  sie  zum  erstenmal  die  ganze 
Ebene  lückenlos  überdecken,  zu 

N/2  -  Parallcloßrammen  werden,  wie 
wir  kurz  sagen  wollen.  Dies  möge 

eintreten,  .sobald  die  halben  Dia- 

gonalen jedes  einzelnen  Paralle- 
logramms die  Längen  2p,  2(5,  also 

der  Flächeninhalt  den  Wert  8q6 

erreicht  haben.  Zu  jedem  beliebig  in  der  Ebene  vorgegebenen  Punkte 

■^0  =  ̂ ^0?  Vo))  dessen  ̂ -,  ?/ -Koordinaten  ^q,  i]q  seien,  läßt  sich  dann  min- 
destens  ein  Gitterpunkt  P*=(a;*,  y*),  resp.   (^*,  »;*),  derart  angeben, 

Fig.  32. 
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daß  das  um  den  letzteren  als  Mittelpunkt  befindliche  JV/ 2 -Parallelo- 
gramm den  erstgenannten  Punkt  enthält. 

Da   nun    der  Innenraum   und   die  Begrenzung   des   um  den  Null- 
punkt befindlichen  Parallelogramms  durch  die  Ungleichung 

2p 

+ 2ff £  1  (34) 

definiert  ist  und  das  Parallelogramm  um  (^*,  ?/*)  aus  dem  erstgenannten 
durch  Parallel  Verschiebung  um  ̂ *,  ?/*  längs  den  |-,  7y -Achsen  entsteht, 
so  müssen  |q,  ?Jq  der  folgenden  Ungleichung  genügen: 

umsomehr  also  der  Ungleichung 
v- 

s.  -  S'     \%-n' 

da  das  geometrische  Mittel  zweier  (nicht  negativer)  Größen  nicht 
größer  sein  kann  als  das  arithmetische  Mittel  derselben  Größen.  Die 
Ungleichung  (36)  schreiben  wir,  wie  folgt: 

i(r-y(^*-%)i^?(?.  (37) 

Es  fragt  sich  nun,  ob  sich  ein  Parallelogramm  mit  Diagonalen 

auf  den  gegebenen  Geraden  |  =  0,  ?j  =  0  immer  so  konstruieren  läßt, 
daß  für  dasselbe  die  Größe  8q(3,  also  der  Flächeninhalt  des  zugehörigen 

.^/2- Parallelogramms,  eine  gewisse,  von  der  Wahl  der  Formen  |,  rj 
unabhängige,  endliche  Größe  nicht  überschreitet.  Dies  ist  tatsächlich 
der  Fall;  wir  werden  nämlich  bei  beliebig  gegebenen  Diagonalgeraden 

(33)  iV72 -Parallelogramme  um  den  Nullpunkt  in  solcher  Art  herstellen 

können,  daß  durch  Translation  des  betrefi'enden  ^Y-'P^'^^l^^logramms 
vom  Nullpunkte  zu  jedem  Gitterpunkt  als  Mittelpunkt  eine  nirgends 
öftere,  als  zweifache,  lückenlose  Überdeckung  der  Ebene  erreicht  wird. 
Da  bei  überall  zweifacher  Überdeckung  der  Ebene  auf  den  einzelnen 

Gitterpunkt  genau  ein  Flächeninhalt  =  2  kommen  würde,  so  wird 

alsdann  ein  derartiges  iV/ 2 -Parallelogramm  notwendig  einen  Flächen- 
inhalt ^  2  haben  müssen,  also  dafür  q6  ̂ \  sein  und  dadurch  gemäß 

(37)  ein  System  von  ganzzahligen  Lösungen  x,  y  der  Ungleichung 

\i^-k){ri-Vo)    <h  (38) 

bzw.  in  dem  eingangs  dieses  Paragraphen  erwähnten  Spezialfälle,  der 
Ungleichung 

{x-ay-b)y\£i  (39) 
gefunden  sein. 
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§  12.     Paare  primitiver  Lösungen. 

Zu  Parallelogrammen,  wie  die  zuletzt  erwähnten,  wird  man  durch 

die  Kette  der  primitiven  Lösungen  der  Ungleichung  [^i]    < -}  geführt. 
Wir  legen  durch  einen  Punkt  A,  welcher  einer  primitiven  Lösung 

der  erwähnten  Ungleichung  entspricht  und  etwa  im  ersten  t-,  j^- Qua- 
dranten liege  ( Fiff.  33),  eine  Tangente  an  die  Hyperbel  |  r,  =  .V.     Dann 

enthält  das  zucrehörige  Tan- 

genteuparallelogramni  noch 
eine  zweite  primitive  Lösung 
B  in  demselben  oder  dem 

zweiten  Quadranten  und  es 

bedeute  wiederum  (B)  im 
ersten  Falle  B  selbst,  im 

zweiten  das  Spiegelbild  von  B 

an  der  7j- Achse  (den  Punkt 

mit  gleicher  ),-,  entgegenge- 
setzter ^-Koordinate  wie  B). 

Wir  lassen  die  besagteTaugente 

(falls  sie  nicht  von  vornherein 
durch  (B)  geht,  vgl.  Fig.  25, 

S.  38)  an  der  Hyperbel  in  der 
Richtung  gegen  den  Punkt  {B) 

hin  so  lange  gleiten,  bis  sie 
den  letzteren  erreicht;  dann 

wird  das  Parallelogramm,  wel- 
ches dieser  neuen  Lage  der  Tangente  entspricht,  immer  noch  den 

Punkt  Ä  enthalten  und  es  leuchtet  daher  ein,  daß  die  Tangente  während 

ihrer  Bewegung  einmal  parallel  zur  Verbindungslinie  der  Punkte  A,  (B) 

gerichtet  sein  muß.  Das  dieser  Zwischenlage  (bzw.  Ausgangslage)  ent- 

sprechende Tangentenparallelogramm  nehmen  Avir  als  Eichfigur  an:  als- 
dann wird  die  zugehörige  Figur  vom  Parameter  71/  die  Punkte  A,  B  beide 

auf  ihrer  Begrenzung  enthalten  und  bilden  wir  nun  die  homothetische 

Figur  vom  Parameter  71/  2  und  konstruieren  zur  letzteren  kongruente 

und  ähnlich  orientierte  Figuren  um  die  einzelnen  Gitterpunkte  als  Mittel- 

punkte, so  stößt  die  um  den  Nullpunkt  0  befindliche  Figur  an  jede  der 

vier  um  A,  um  B  und  um  deren  Gegenpnnkte  bezüglich  0  gelegenen 
Figuren  an.  Infolgedessen  können  dann  die  Lücken  zwischen  allen 

den  konstruierten  Figuren  nie  mehr  ineinander  zu  unendlichen  Ge- 

bieten verschmelzen,  wie  dies  unter  anderen  Umständen  (vgl.  Fig.  7) 
möglich  wäre,  sondern  sie  werden  untereinander  völlig  getrennt  sein 

und  einzeln  ebcnfiills  parallelogrammatische  Gestalt  haben.  Die  Ge- 

samtfigur  zeigt   dann   entweder  das  auf  Fig.  34  oder  das  auf  Fig.  35 

Fig.  33. 
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dargestellte   Bild*),    und    zwar   je    nachdem    jedes   einzelne   Parallelo- 
gramm   mit   jeder    der   vier   Seiten    an  je   ein    benachbartes  Parallelo- 
gramm sich  anlehnt  oder  bloß  mit  „-^  ..^\  ,.'^          ̂ ,^^ 

zwei  o^egenüberlieo-enden  Seiten  an 
je  zwei  Parallelogramme  stößt,  d.  h.    \ 

je  nachdem  A  und  B  (Fig.  o3)  in 
zwei    nebeneinanderliegenden    oder 

aber  in  demselben  t,-,  ?;- Quadranten 
sich    befinden.     Die  Lücken  kom- 

men ganz  zum   Fortfall,  wenn  die 

Verbindungslinie  A  (B)  selbst  Tan- 
gente der  Hyperbel  ist,  andererseits 

würden  sie  von  gleicher  Größe  wie 

die     il/  2  -  Parallelogramme     (kon- 

gruent mit  diesen)  wer-                   r-- 
den,  falls  A  und  B  beide 

auf  den  Achsen  lägen, 
was    die    arithmetische 

Äquivalenz  der  Form  1 1] 
der  Variabein  x,  y  mit 

der  Form  X 1"  bedeuten 
würde. 

Nun  braucht  man, 

damit   die  Lücken  ver-     '  F^^.~;~rK  ' 
schwinden,  die  konstru- 

ierten Figuren  nur  soweit  homothetisch  auszudehnen,  daß  sie  über 

ihre  ursprüngliche  Begrenzung  um  die  halbe  Länge  der  kleineren 

Seite  einer  Lücke  in  Richtung  dieser  Seite  hinausragen.  Alsdann 

wird  die  ganze  Ebene  von  den  Figuren  lückenlos,  und  zwar  offenbar 

nirgends  mehr  als  zweifach,  überdeckt  sein.  Daraus  folgt,  daß  der 
Flächeninhalt  jedes  einzelnen  der  so  entstandenen  Parallelogramme 

^2  ist,  welcher  Schluß  sich  ohne  Schwierigkeit  in  der  im  §  3  an- 
gewandten Weise  strenge  begründen  läßt,  und  hieraus  geht  ohne 

weiteres  das  am  Schlüsse  des  §  11   ausgesprochene  Resultat  hervor. 

I   

I   |-__i   ;   I   X...L   i___j 

.u:j....ij- 
TTTJ 

§  13.     Potenzsnmmen. 

Wir  wollen  unsere  Sätze   über  konvexe  Figuren  noch  auf  einen 

ziemlich  allgemeinen  Fall  anwenden. 

*)  Dabei  ist  das  Koordinatensystem  der  a;,  y  so  gewählt  gedacht,   daß  die 
Figuren  quadratförmig  ausfallen. 
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Es  seien  zwei  lineare  Formen 

(40) ^  =  ax  -j-  ßij,     71  =  yx  -\-  öy 

mit  positiver  Detenninante 

A  =  «^_^j.>0  (41) 

gegeben.    Wir  betrachten  im  positiven  ̂ -,  i^- Quadranten  die  durch  die 
Gleichung 

•       |P  4-  ̂ P  =  1  (42) 

dargestellte  Kurve,  indem  wir  unter  p  irgend  eine  reelle  Größe  >  1 
verstehen;  dabei  setzen  wir  das 

^  Koordinatensystem  in  h.,  ?/  als 
rechtwinklig  voraus,  indem  wir 
über  das  Koordinatensystem  in 

X,  y  entsprechend  verfügen 
(Fig.  36).  Die  Kurve  (42 )  im 
positiven  Quadranten  erfüllt 
überall  die  Bedingung: 

O^l^l  und  O^ri^l.  (43) 

Wir  spiegeln  die  Kurve  noch 
an  jeder  Achse  und  ferner  am 
Nullpunkte  und  gewinnen  so 

eine  Figur,  welche  im  Null- 
punkte einen  Mittelpunkt  hat 

und  deren  Inneres  nebst  der 

Begrenzung  durch  die  Unglei- chuns: Pig.  36. 

<1 
(44) il^i  +  l^ 

definiert  wird.  Für  p  =  1  geht  dieselbe  in  ein  Quadrat  mit  den  Eck- 

punkten (I,  rj)  =  (+  1,  0),  (0+1)  über;  wächst  p  von  da  an,  so  er- 
geben sich  aus  der  Gleichung  (42)  zu  einem  und  demselben  Werte 

des  1 1 1  immer  größere  Werte  des  |  7}  \  und  umgekehrt,  so  daß  also  die 
ganze  Figur  sich  allmählich  aufbläht  und  ihre  Begrenzung  sich  immer 
enger  an  das  von  den  Seiten  |  =  +  1,  i?  =  ±l  begrenzte  Quadrat 
anschmiegt,  welches  darum  als  Grenzfall  der  Figur  für  p  =  oo  auf- 

gefaßt werden  kann. 

Es  ist  leicht  zu  ersehen,  daß,  so  lange  p>  1  ist,  die  betrachtete 

Figur  konvex  ist.    Dazu  genügt  es  zu  zeigen,  daß  ?/'  =   -p  innerhalb 
des  ersten  Quadranten  beständig  negativ  ist.  In  der  Tat  ergibt  sich 
aus  (42): 
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V 

dt] 

=  -(1)'"'  (*^) 

dt 

und  hieraus  
durch  

logarithmische  

Differentiation: 

oder  mit  Rücksicht  auf  (45) 

oder  wegen  (42) 

-«"=  _  /'-n  _   1^  J   

2p- 1  ' 

^p-2 

v"  =  -  (i^  -  1) 

hieraus  geht  wegen  der  gleichzeitigen  Positivität  von  |  und  1]  die 
Richtigkeit  unserer  Behauptung  für  |J  >  1  hervor;  gleichzeitig  sieht 
man  auch,  daß  die  entsprechende  Figur  für  Werte  p  <  1  aufhören 
würde,   konvex  zu  sein. 

Wir  fassen  nun  die  Figur  (44)  mit  ̂   >  1  als  Eichfigur  auf;  ihr 
Inhalt  sei  J.  Durch  Dilatation  aller  Durchmesser  im  Verhältnis  t :  1 

gelangen  wir  zu  einer  homothetischen  Figur 

+ 
TJ     P 
1 <h  (46) 

erteilen  wir  dem  t  einen  solchen  Wert  31,  daß  die  zugehörige  Figur 

mit  ihrer  Begi'enzung  an  Gitterpunkte  stößt  and  im  Inneren  nur  den 
Nullpunkt  als  einzigen  Gitterpunkt  enthält,  so  muß  nach  dem  Satze 

VII  der  Flächeninhalt  M^J  dieser  Figur  <  4  sein;  er  kann  aber,  so 
lange  j^  endlich  und  >  1  ist,  nicht  =  4  sein,  weil  dann  die  Begi-enzung 
der  Figur  aus  lauter  krummlinigen  Stücken  besteht  und  daher  die 
zugehörigen  Figuren  vom  Parameter  J/  2,  um  die  Gitterpunkte  (x,  y) 
in  der  üblichen  Weise  konstruiert,  sicherlich  zwischen  einander  Lücken 
in  der  Ebene  lassen;  mithin  gilt  dann  notwendig  die  Ungleichung; 

ilfV<4     oder     M<^-  (47) 

Nun  ist 

J=jjdxdy=  ̂ jj  d^d)], 
wobei  der  Integrationsbereich  bezüglich  |,  i]  durch  die  Ungleichung  (44) 
gegeben  ist,  oder,  wenn  wir  für  J  das  Vierfache  des  Inhalts  des  im 
ersten  Quadranten  liegenden  Teiles  der  Figur  nehmen, 

Minkowski,  diopbant.  Approximationeu. -Jßndv,  m 
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worin  das  Integral  auf  den  Bereich 

zu  beziehen  ist.     Durch  die  Substitution 

^p  =  p,      r/P  =  6 

in  dem  Integral  geht  der  Au.sdnick  (48)  in  den  folgenden  über: 

-Mß' 
1 

—  1 

r^      dQd6, 

worin  das  Integral  sich  auf  den  Bereich 

bezieht,  und  der  letztere  Ausdruck  kann  nach  einer  bekannten  Formel 
durch  Werte  der  Gammafunktion  ausgedrückt  werden,  wie  folgt: 

J^^ti^^jl.  (49) 

—7   1^   =  ̂   (50) 

x2  A  ' 

Wir  setzen 

und  haben  also 

folglich  nach  (47): 

MKx^YÄ.  (51) 

Andererseits  ist  für  einen  beliebigen  Punkt  (x,  y),  welcher  auf 
der  Begrenzung  der  Figur  vom  Parameter  31  liegt, 

\ccx  -\-  ßy\P  i-  l/yx  -\-  dy  P  =  Jf^; 
hieraus  folgt  wegen  (51): 

P. 

\ax^ßy\P-\-\yx-{-dyP<  x^A',  (52) 

und  die  Tatsache,   daß   auf  der  Begrenzung  dieser  Figur  sich  Giiter- 

punkte  befinden,  fühi-t  uns  zu  folgendem  Satze: 
Vin.  Sind  ̂   =  ax  -\-  ßy,  i]  =  yx  -\-  dy  zwei  lineare  Formen 

mit  positiver  Determinante  A  und  ist  p  eine  beliebige  reelle  Größe  >  1, 
so  lassen  sich  immer  yanzzahliye  Werte  der  Variabein  x,  y,  die  nicht 
beide  verschivinden,  dera/rt  angeben,  daß  für  dieselben 

Wf+l'nlPKx'.A'  (53) 
wird,  aobci  x^  den  ZahlenfaJctor  (50)  bedeutet. 
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§  14.     Der  Maximahvert  für  das  Minimum  von    ||^  +  | ̂ |^. 

Das  üngleichheitszeichen  in  (53)  zeigt  an,  daß  das  Minimum  des 

Ausdrucks  ||  j^  +  tj  '^  für  ganzzalilige  x.  tj  =^  0,  0  wohl  immer  unter- 

halb der  Größe  z^A^''^  ü^gt,  aher  dieselbe  nie  erreicht;  folglich  muß 
der  größte  Wert,  den  die  Größe  Jf/j/Ä  (vgl.  (51))  für  ein  bestimmtes 

p  bei  beliebig  yariierenden  Koeffizienten  a,  ß,  y,  d  erreichen  kann,  — 
falls  ein  solcher  überhaupt  existiert,  was  erst  zu  beweisen  ist,  —  kleiner 
als  X  sein.  Über  diesen  eventuellen  Maximalwert  von  J//]/A  wollen 
wir  jetzt  Aufschluß  zu  erhalten  suchen. 

Zunächst  sieht  man  unmittelbar  ein,  daß  der  Ausdruck  31/]/ A 
ungeändert  bleibt,  wenn  die  Formen  |,  rj  durch  xi,,  tri  ersetzt  werden, 
unter  t  eine  beliebige  positive  Konstante  verstanden.  Nehmen  wir  nun 

T  gleich  dem  den  Formen  ̂ ,  i]  zugehörigen  Werte  von  IjM  an,  so  geht 
der  Parameter  M  für  das  Formensystem  l/üi,  i}/M  in  1  über,  und 
bezeichnen  wir  die  neuen  Formen  und  deren  Determinante  wiederum 

bzw.  mit  %  >;,  A,  so  läuft  alsdann  unsere  Aufgabe  darauf  hinaus,  den 
Maximalwert  von  1/A  oder  den  Miuimalwert  von  A  zu  finden,  während 

u,  ß,  y,  d   in   solcher   Weise   variieren,    daß    die    zugehörige   Eichfigur 

lp^\r,P=l  (54) 

dabei  stets  in  ihrem  Inneren  außer  dem  Nullpunkte  keinen  weiteren 

Gitterpunkt,  aber  Gitterpunkte  auf  der  Begrenzung  enthält.  Wir  be- 
merken noch,  daß  das  Vorhandensein  von  Gitterpunkten  auf  der  Be- 

grenzung voQ  (54)  hierbei  nicht  ausdrücklich  verlangt  zu  werden 
braucht;  denn  wofern  nur  i)/^  1  vorgeschrieben  wird,  bringt  ein 

Minimum  von  A  =  3P  ■  (A/M~)  von  selbst  31  =  1  mit  sich. 
Die  so  gefaßte  Aufgabe  läßt  sich  in  anschaulicher  Weise  geo- 

metrisch deuten.  Wir  denken  uns  das  Koordinatensystem  der  |,  7; 
und  darin  die  Figur  (54)  festgehalten,  dagegen  die  Koordinaten  x,  y 
und  damit  das  parallelogrammatische  System  des  Zahlengitters  in 
X,  y  entsprechend  den  Veränderungen  von  u,  ß,  y,  d  variiert.  Da  der 
Flächeninhalt  des  im  x-,  «/-Gitter  durch 

0^a;<l,     0£y<l  (55) 

gegebenen  Parallelogramms,  welches  wir  kurzweg  das  GnindparaUelo- 
gramm  in  x,  y  nennen  wollen,  sich  in  den  |-,  »/-Koordinaten  gleich 

ff  dl  du  =  Affdx  dy  =  A 
berechnet,  so  können  wir  infolge  der  so  festgestellten  geometrischen 

Bedeutung  von  A  unsere  Aufgabe  nunmehr  folgendermaßen  inter- 
pretieren: JBei  gegebener  Figur  (54)  in  einem  festen  Koordinatensystem 
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der  I,  7/  7nit  dem  Nnllpiuikte  0  sind  diejenigen  Zahlengitter  in  x,  y 

mit  0  ah  Nullpunkt  zu  suchen,  tcelche  außer  0  keinen  weiteren  Gitter- 
punkt ins  Innere  der  Figur  (54)  schicken  und  dabei  ein  Grundparallelo- 

gramm  von  möglicJist  kleinem  Inhalt  haben. 
Diese  Stellung  der  Frage  gibt  auch  die  Mittel  an  die  Hand,  die 

vorgelegte  Aufgabe  in  Angriff  zu  nehmen.  Wir  wollen  dabei  ̂ ;  end- 
lich und  >  1  voraussetzen,  so  daß  die  Figur  (54)  konvex,  aber  kein 

Parallelogramm  wird;  den  Fall  eines  Parallelogramms  hatten  wir  ja 
bereits  abgehandelt.  Wir  konstruieren  nun  zunächst  im  Koordinaten- 
System  der  |,  1],  das  wir  als  ein  gewöhnliches  rechtwinkliges  annehmen 
wollen,  irgend  ein  solches  Zahlengitter  der  a\  y  mit  0  als  Nullpunkt, 
wobei  außer  0  kein  weiterer  der  Gitterpunkte  {x,  y)  ins  Innere  oder 

auf  die  Begrenzung  der 

Figur  (54)  hinkommt. 
Sodann  denken  wir  uns 
durch  Translation  des 
in  diesem  Gitter  durch 

(55)  gegebenen  Grund- parallelogramms OABC 
von  0  aus  nach  jedem 
der  Gitterpunkte  {x,  y) 

als  Mittelpunkt  ein  Netz 
von  Parallelogrammen 

hergestellt,  welche  in 
ihrer     Gesamtheit     die 
Ebene  einfach  und 

lückenlos  überdecken, 

und  verändern  dieses  Netz  in  der  Weise,  daß  wir  einen  0  nicht 

gegenüberliegenden  Eckpunkt  von  OABC,  etwa  Ä,  auf  dessen  Ver- 
bindungsgeraden mit  0  in  der  Richtung  gegen  0  rücken  lassen,  dabei 

den  zu  Ä  gegenüberliegenden  Eckpunkt  C  festhalten  und  die  übrigen 
Gitterpunkte  (x,  y)  gleichzeitig  so  bewegen,  daß  dieselben  fortwährend 
ein  parallelogrammatisches  Netz  bleiben.  Unterdessen  verkleinert  sich 
offenbar  kontinuierlich  und  unbegrenzt  der  Inhalt  von  OABC.  Diese 
unsere  Variation  des  Gitters  soll  nun  soweit  vor  sich  gehen,  bis  zum 
erstenmal,  außerhalb  der  festgehaltenen  Geraden  OC,  Gitterpunkte 
auf  die  Begrenzung  der  Figur  (54)  fallen,  was  ja  einmal  geschehen 
muß,  nämlich  infolge  des  Satzes  VII,  bevor  noch  der  Inhalt  von 

OABC  zu  einem  Viertel  des  Inhalts  der  Figur  (54)  zusammen- 
schrumpft. 

Es  möge  nun  etwa  bloß  ein  Paar  von  Gitterpunkten  in  die  Be- 
grenzung der  Figur  fallen;  die  Koordinaten  eines  jeden  derselben  sind 

gewiß  teilerfremde  Zahlen,  und  wir  können  daher  das  Gitter  der  x,  y 
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durch  eine  geeignete  ganzzahlige  Substitution  von  der  Determinante  1 

derart  in  sich  transformieren,  daß  das  Grundparallelogramm  der  neuen 
Koordinaten,  für  die  wir  der  Einfachheit  halber  die  Zeichen  x,  y  be- 

lassen wollen,  die  Strecke  zwischen  0  und  einem  jener  zwei  auf  die 
Peripherie  der  Figur  getretenen  Gitterpunkte  zu  einer  Seite  erhält 
(Siehe  hierzu  Fig.  37).  Zu  diesem  Parallelogramm,  das  wiederum 
mit  OäBC  bezeichnet  werde,  wobei  C  den  zuletzt  genannten  Gitter- 

punkt bedeute,  denken  wir  uns  wiederum  das  zugehörige  parallelo- 
gTammatische  Netz  entworfen  und  verändern  dasselbe  genau  nach  dem 
früheren  Prinzipe,  indem  wir  den  zu  C  in  OÄBC  gegenüberliegenden 
Eckpunkt  Ä  auf  der  Geraden  OÄ  gegen  0  hin  solange  verschieben 
und  damit  gleichzeitig  den  Inhalt  von  OÄBC  solange  verkleinern, 
bis  neue  Gitterpunkte  in  die  Begrenzung  der  Figur  (54)  eintreten, 
was  wiederum  einmal  aus  demselben  Grunde  und  vor  analogem  Ter- 

min, wie  vorhin,  erfolgen  muß.  Es  liegen  alsdann  mindestens  vier 
Gitterpunkte  auf  der  Peripherie  der  Figur. 

Fallen  jetzt  auch  nicht  mehr  als  vier  Gitterpunkte  auf  die  Be- 
grenzung der  Figur,  so  greifen  wir  irgend  welche  zwei  unter  ihnen 

heraus,  die  mit  dem  Nullpunkte  nicht  in  einer  Geraden  liegen.  Die 
Determinante  der  Koordinaten  dieser  Punkte  ist  dann  nach  einer 

früheren  Überlegung*)  notwendig  =  +  I7  und  wir  können  daher 
wiederum  die  Koordinaten  des  Gitters  so  unimodular  transformieren, 
daß  diese  zwei  Punkte,  die  jetzt  Ä,  C  heißen  mögen,  die  neuen  Ko- 

ordinaten 1,  0  bzw.  0,  1  erhalten.  Wir  ergänzen  sodann  das  Dreieck 

OÄC  zum  Parallelogi-amm  OÄBC  mit  ̂ =(1,  1)  und  verändern 
wiederum  das  zu  OÄBC  gehörige  parallelogrammatische  Netz,  dies- 

mal in  der  Weise,  daß 

wir  C  auf  der  Begren-  ^ 
zung  der  Figur  gegen 
die  Gerade  OÄ  heran- 

rücken lassen,  wodurch 
der  Inhalt  von  OÄBC 

abermals  beständig  ab- 
nimmt (Fig.  38;.  Dies 

soll  wiederum  so  lange 

geschehen,  bis  neue 

Gitterpunkte  in  die  Peri- 
pherie der  Figur  ein- 

treten. 

Nun  liegen  minde-  Fig.  38. 

*)  Vgl.  (18)  S.  33.     Es  kommt  hier  offenbar    die    zweite   dort  besprochene 
Möglichkeit  ps  —  qr  =  1  ausschließlich  in  Frage. 
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Flg.  39. 

stens  drei  Paar  von  Gitterpunkten,  Ä,  Ä',  B,  B',  C,  C  (Fig.  39),  auf 
der  Begrenzung  der  Figur  {b-i).  Irgend  zwei  unter  diesen  Gitter- 

punkten, die  nicht  in  einer  Geraden  mit  dem  Nullpunkt  liegen,  etwa 

A,  B,  können  wir  uns  mit  den  Koordinaten  (1,  0)  bzw.  (0,  1)  ver- 
sehen denken;  dann  haben  zwei  weitere  der  sechs  Gitterpunkte  not- 

wendig   Koordinaten    +1,    ±1    und    indem    wir   uns    eventuell  x,  y 
durch  —  y,  X  ersetzt  denken,  und 
da  jene  Gitterpvmkte  sich  paarweise 
um  0  als  Mittelpunkt  gruppieren, 
können  wir  sonach  annehmen,  daß 
die  Koordinaten  von  Ä,  B,  C  bzw. 

1,  0;  0,  1;  —  1,  1  sind.  Mehr  als 
diese  sechs  Gitterpunkte  können 

■^  unter  den  gestellten  Bedingungen 
auf  keinerlei  Weise  auf  der  Be- 

grenzung der  Figur  liegen;  denn 
eine  solche  Lage  käme  nur  noch 

für  die  Punkte  (1,  1),  (—  1,  —  1) 
in  Frage,  würde  aber,  da  (1,  1) 

mit  (—  1,  1)  die  Determinante  2 
ergibt,  einen  Widerspruch  dagegen 

involvieren,  daß  der  Inhalt  der  Figur  (54)  hier  <  4  sein  soll. 
Jetzt  ist  es  klar,  daß  wir  solche  Wertesysteme  a,  ß,  y,  d,  aus 

denen  das  Minimum  von  A  entspringt,  nur  unter  allen  denjenigen 
zu  suchen  haben,  welche  der  Fig.  39  entsprechen,  d.  h.  so  beschaffen 

sind,  daß  jeder  der  sechs  Punkte  (+  1,  0),  (0,  ±,  1),  (—  1,  1),  (1,  —  1) 
der  Gleichung 

\ax  -{-  ßy\P  -\-\yx  -{-  dy  P  =1  (56) 

genügt,  daß  also  die  drei  Gleichungen 

\a>+\y'P-=l, 
|^|i'  +  |d|^  =  l,  (57) 

\--a-j-ß\p-h\-y-\-d'^P  =  l 
bestehen.  Mit  Hilfe  dieser  Gleichung-en  können  wir  uns  die  vier  Un- 
bekannten  a,  ß,  y,  ö  als  Funktionen  eines  Parameters  dargestellt 

denken,  und  es  würde  endlich  erübrigen,  diesen  Parameter  so  zu  be- 
stimmen, daß   [ad  —  ßy\  ein  Minimum  wird. 

Für  den  Spezialfall  p  =  2  läßt  sich  diese  Aufgabe  leicht  erledigen. 

Die  Potenzsumme  |l!^-f  j'»?^  stellt  in  diesem  Falle  eine  positive 
quadratische  Form 

f{x,  y)  =  (ax  +  ßyf  +  {yx  +  äyf  =  ax'  +  2hxy  +  ctf 
mit  den  Koeffizienten 
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und  der  Determinante 

D  =  ac-h'-  =  {ad  -  ßyf  =  A^ 

Yor.     Die  Gleichungen  (57)  gehen  dann  in  die  folgenden  über: 

a=l,     c=l,     a  — 2&  +  c=l, 

und  daraus  ergibt  sich  unmittelbar 

/■o  =  r  +  v'  =  x'  +  xy-\-i/  (58) 
als  diejenige  Form,  oder  vielmehr  als  Repräsentant  derjenigen  Klasse 
arithmetisch  äquivalenter  Formen,  für  welche  das  Minimum  von  A 

eintritt,  während  M  =  1  ist;  und  zwar  wird  dieser  minimale  Wert 
von  A  hier 

Mithin  ist   l/Ag  =  2/]/3   unseren  früheren  Ausführungen  gemäß   der 

Maximalwert,    den    das    Minimum    des    Ausdi-ucks       V  'v   J 

yac  —  b- 

für  ganzzahlige,  von  (0,0)  verschiedene  Wertesysteme
  

(x,  y)  im  ganzen 

durch  ac  —  6^  >  0  und  a  >  0  definierten  Bereiche  reeller  Werte  a,  h,  c 
zu  erreichen  vermag  und  auch  tatsäclüich  im  Falle  (58)  erreicht,  und 

es  gilt  somit  der  Satz: 

IX.  Zu  einer  hinären  positiven  quadratischen  Form  f{x,  y)  mit  der 
Determinante  D  lassen  sich  immer  für  die  Variahein  ganszahliye 
Werte  x,  y,  die  nicht  beide  verschwinden,  derart  angehen,  daß  für 
dieselben 

ivird.  Hierbei  hat  das  Gleichheitszeichen  nur  dann  statt,  ivenn  f{x,  y) 

mit  der  Form  YD  (x^  -{■  xy  -{-  y^)  arithmetisch  äquivalent  ist. 
Das  geometrisch  sehr 

evidente  Resultat  dieser  Be- 

trachtung für  den  Fall  ̂ j  =  2 
formulieren  wir  noch  dahin: 

Bei  der  dichtesten  Lage- 
rung von  Kreisen  in  der 

Ebene  derart,  daß  die  Mittel- 
punkte ein  Gitter  bilden  und 

die  Kreise  nicht  ineinander 

Fig.  10.  eindringen,   verhält   sich   der 
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von  den  Kreisen  bedeckte  Flächeninhalt  zu  dem  übrigen  freien  Flächen- 
inhalt wie 

Ist  nun  p  >  2  oder  p  <.2  und  >  1,  so  bestimmen  die  Rela- 

tionen (57)  den  Minimalwert  von  A  noch  nicht  vollständig.  Die  Be- 
stimmung desselben  hängt  dann  von  einer  transzendenten  Grleichung 

ab,  über  deren  Lösung  wir  wenigstens  eine  Vermutung  formulieren 

wollen.    Es  seien  M,  M'  bzw.  N,  N'  die  Schnittpunkte  der  Figur  (54) 

S-o 

Fig.  41. 

mit  der  |-  bzw.  7j-Achse,  P,  P'  bzw.  Q,  Q'  die  Schnittpunkte  der- 
selben mit  der  Geraden  ̂   =  i]  bzw.  ̂   —  —  rj.  Unter  den  Lösungen 

der  Gleichungen  (57),  deren  jeder  ein  bestimmtes  Sechseck  ABCÄ B'C 
mit  Mittelpunkt  und  mit  Seiten  parallel  seinen  Diagonalen  entspricht 
(Fig.  39),  denken  wir  uns  diejenige  herausgegriffen,  deren  zugehöriges 

Sechseck  die  Punkte  M,  M'  zu  Eckpunkten  hat,  und  konstruieren 
das  letztere,  indem  wir  in  der  Figur  (54)  jene  zwei  zur  |- Achse 

parallelen  Sehnen  errichten,  welche  je  die  Länge  OM  =  ̂ 3I'3I  haben 
(Fig.  41).  Die  Eckpunkte  dieses  bezüglich  der  |-  und  der  T^-Achse 
symmetrischen  Sechsecks  wollen  wir  mit  je  einer  Ziffer  1  bezeichnen. 
In  ähnlicher  Weise  konstruieren  wir  sodann  jenes  Sechseck,  welches 

die  Punkte  N,  N'  zu   Eckpunkten  hat  und   dessen  sechs   Eckpunkte 
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einzeln  mit  der  Ziffer  2  bezeichnet  werden  mögen;  dasselbe  ist  eben- 
falls bezüglich  jeder  der  Achsen  symmetrisch  und  dem  vorigen  kon- 

gruent und  gebt  aus  dem  vorigen  durch  eine  Drehung  um  7il2  in 

beliebigem  Sinne  hervor.  Weiter  konstruieren  wir  noch  zwei  Sechs- 
ecke mit  0  als  Mittelpunkt  und  Seiten  parallel  den  Diagonalen,  welche 

die  Punkte  P,  P'  resp.  Q,  Q'  unter  ihren  Eckpunkten  haben  und 
deren  einzelne  Eckpunkte  wir  mit  der  Ziffer  3  bzw.  4  versehen;  diese 

zwei  Sechsecke  liegen  symmetrisch  bezüglich  jeder  der  Geraden  |  =  i], 
I  =  —  7],  sind  einander  kongruent  und  gehen  durch  eine  Drehung 
um  -t/2  auseinander  hervor.  Wir  lassen  nun  den  Punkt  A  von  der 

Ecke  M(l)  längs  der  Begrenzung  der  Figur  gegen  den  nächst- 
benachbarteu  Eckpunkt  4  fortschreiten  und  denken  uns  dazu  jedesmal 
das  zugehörige  aus  sechs  kongruenten  Dreiecken  bestehende  Sechseck 

ABCä'B'C  konstruiert;  dann  ist  es  leicht  zu  ersehen,  daß  gleich- 
zeitig jeder  der  übrigen  Eckpunkte  von  1  zum  bzw.  benachbarten  Eck- 

punkte 4  wandert  und  dabei  die  sechs  vereinzelt  liegenden  Bogen- 
stücke,  welche  von  den  Eckpunkten  des  veränderlichen  Sechsecks 

ABCÄ'B'C  beschrieben  werden,  durch  geeignete  Spiegelungen  an 
den  Symmetrielinien  der  Figur  in  den  positiven  |-,  ?;- Quadranten 
hineinversetzt  werden  können,  so  daß  sie  hier  den  ganzen  Quadranten 

ausmachen.  Daher  genügt  es,  mit  Rücksicht  auf  jene  S3'mmetrien, 

um  alle  möglichen  Formen  des  Sechsecks  ABCÄ'B'C  in  Betracht 
zu  ziehen,  den  Punkt  A  bloß  von  M  aus  die  erste  Strecke  14 
durchwandern  zu  lassen.  Es  liegt  nun  die  Vermutung  nahe,  daß  die 
Größe  A,  der  Flächeninhalt  des  Grundparallelogramms,  sich  während 
dieser  Bewegung  fortwährend  im  gleicheri  Sinne  ändert  und  daher  das 

Minimum  von  A  einer  der  beiden  äußersten  Lagen  von  ABCÄ'B'C 
entspricht:  entweder  dem  Sechseck  (1)  oder  jenem  (4).  Da  ferner 

wenig  unterhalb  ^;  =  2  dieses  Minimum,  wie  man  sich  leicht  über- 
zeugt, wesentlich  dem  Sechseck  (1)  entspricht,  dagegen  wenig  ober- 

halb p  =  2  dem  Sechseck  (4),  im  Falle  p  =  2  aber  (wie  auch  in  den 
Grenzfällen  ^j  =  1  und  ̂ 9  ̂   oo  selbst)  von  allen  möglichen  in  Betracht 
kommenden  Sechsecken  derselbe  Wert  von  A  geliefert  wird,  so  liegt 
es  weiter  nahe  zu  vermuten  —  wofür  der  Beweis  aber  noch  zu  er- 

bringen wäre  — ,  daß  für  p  <i2  immer  das  Sechseck  (1),  für  p^  2 
immer  das  Sechseck  (4)  dem  Minimum  von  A  entspricht.  Im  ersteren 

Falle  würde  dann,  weil  die  Punkte  x  =  1,  y  =  0  und  |  =  1,  t]  =  0 
zusammenfallen,  aus 

l  =  ccx-\-  ßy  =1,     rj  =  yx  -\-  dy  =  0 
sich 

«  =  1,     j/  =  0 

ergeben,  was  in  die  Gleichungen  (57)  eingesetzt: 
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1 

ß  =  j,,   d  =  (1  -  '2-^y 
liefert;    souach  würde  für  das  Minimum  von  A  in  diesem  Falle 

Ao  =  d  -  2-py 
folgen.  Im  anderen  Falle  dagegen,  wo  der  Gitterpunkt  (1  <Cp<.2) 

(—  1,  1)  auf  der  Geraden  ̂   =  —  r,  und  ähnlich  der  Gitterpunkt  (1,  1) 
auf  der  Geraden  ̂   =  rj  liegt,  haben  wir  infolgedessen: 

-c<i-ß  =  y-d,     a  +  ß  =  y^d, 
also 

a  =  d,     ß  =  y, 

und  dies  ergibt,  in  die  Gleichungen  (57)  eingesetzt, 

aP  -\-  ßp  =  1^  2(«  —  ßf  =  1, 
oder 

_j_             __i  _iJl             _  _i. 

c^  =  2   ̂ ^^A+2~^~^  ß  =  2     ̂ ^A— 2  ̂    p", 

{2p  A  +  l)    +[2PA-l)    =  2^+1  (2;  >  2); 

doch  läßt  sich  die  Auflösung  der  letzteren  Gleichung  für  A  nicht  in 

geschlossener  Form  bewerkstelligen.*) 

*)  Die  Ausführungen  hier  übertragen  sich  zu  großem  Teile  auf  ein  jedes 
konvexe  Oval^  das  die  vier  Gei'aden  |  =  0,  ?]  =  0,|^4:r]  zu  Symmetrielinien 
hat  und  in  der  Tat  ist  in  den  Figuren  37  Q).  52),  38  (p.  53),  39  .  p.  54),  41  (p.  56), 
wie  schon  aus  dem  Vorhandensein  von  Ecken  ersichtlich,  nicht  speziell  ein  Oval 

1 4/"  I  -|-  '  7j^ !  =  1  (j)  >  1)  gezeichnet. 



Drittes  Kapitel. 

Zalilengitter  in  drei  Dimensionen. 

§  1.    Definition  des  Zahlengitters  in  drei  Dimensionen. 

Unter  dem  Zalilengitter  in  drei  Dimensionen  wollen  wir  die 
Oesamtheit  aller  ganzzahligen  Wertesysteme  dreier  Yariabeln  x,  y,  z 
verstellen.  Dieses  Zalilengitter  kann  man  geometrisch  mittelst  eines 

räumlichen  Parallelkoordinaten-Systems  darstellen,  indem  man  drei  sich 
in  einem  Punkte  treffende  und  nicht  in  einer  Ebene  gelegene  Geraden 
beliebig  im  Räume  als  Koordinatenachsen  annimmt,  die  Maßstäbe  auf 
denselben  beliebig  festlegt  und  einem 

jeden  ganzzahligen  Wertesystem  {p,C[,r') 
den  Punkt  mit  den  Koordinaten  x  =  p, 

y  =  q,  B  =  r  zuordnet.  Dieses  räum- 
liche Gitter  kann  auch  durch  beliebige 

Festlegung  der  vier  Punkte 

'm// 

(0,0,0),    (1,0,0),    (0,1,0),    (0,0,1), 

doch  so,  daß  nicht  alle  vier  in  einer 
Ebene  liegen,  vollständig  bestimmt 
werden  (Fig.  42);  das  durch  diese  vier 
Punkte  als  Ecken  gebildete  Tetraeder 
bezeichnen  wir  dann  als  das  Funda- 

mentaltetraeder des  betreffenden  Gitters.  Fig.  42. 
Ist      im     Koordinatenraume      ein 

irgendwie  begrenzter  Körper  gegeben,  so  wollen  wir  unter  dem  Vo- 
lumen desselben  das  auf  den  Bereich  des  Körpers  bezogene  dreifache 

Integral 

J=Jjydxdydz  (1) 
verstehen,  wobei  das  Element  des  Integrals  stets  als  wesentlich  posi- 

tive Größe  zu  denken  ist. 
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§  2.    Theorem  über  konvexe  Körper  mit  Mittelpunkt. 

Da  wir  uns  im  Laufe  der  weiteren  Untersuchungen  hauptsächlich 
auf  die  Betrachtung  einfacher,  nur  von  Ebenen  oder  Flächen  zweiter 
Ordnung  begrenzter  Körper  beschränken  werden,  so  können  wir  hier 
Ton  der  Aufstellung  einer  strengen  Definition  für  die  konvexen  Körper 

absehen  und  uns  nur  mit  der  Feststellung  der  wesentlichsten  Eigen- 
schaften derselben  begnügen.  Wir  stellen  uns  unter  einem  konvexen 

Körper  eine  abgeschlossene  Punktmenge  vor,  die  vollständig  im  End- 
liclten  liegt,  d.  h.  in  eine  um  den  Nullpunkt  mit  angebbarem  endlichem 
Radius  beschriebene  Kugel  vollständig  eingeschlossen  werden  kann; 
sie  soll  ferner  nicht  vollständig  in  einer  Ebene  liegen  und  durch  jeden 
Punkt  ihrer  Begrenzung  soll  wenigstens  eine  Stützebene  gelegt  werden 

können,  d.  h.  eine  Ebene,  auf  deren  einer  Seite  kein  Punkt  der  Punkt- 
menge liegt. 

Falls  ein  konvexer  Körper  einen  Punkt  aufweist,  der  alle  durch 
ihn  gehenden  Sehnen  des  Körpers  halbiert,  so  heißt  dieser  Punkt 
MittelpunM  des  Körpers. 

Für  die  konvexen  Körper  mit  Mittelpunkt  gilt  im  Räume  ein 
ganz  analoges  Theorem,  wie  in  der  Ebene  für  die  konvexen  Figuren 
mit  Mittelpunkt;    dasselbe  lautet: 

X.  Ein  Jconvexer  Körper  mit  einem  GitterpimM  als  Mittelpmikt, 
vom  Volumen  8,  enthält  stets  außer  dem  MittelpunM  noch  wenigstens 
einen  tveiteren  Gitterpunld. 

Auch  der  Beweis  dieses  Satzes  gestaltet  sich  ähnlich  wie  im 
Falle  der  ebenen  konvexen  Figuren. 

Es  sei  um  den  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  ein  konvexer  Körper 

vom  Volumen  J  gegeben.  Dilatieren  wir  alle  seine  Radien  im  Ver- 
hältnis t :  1,  so  wollen  wir  den  so  hervorgehenden  neuen  Körper  vom 

Volumen  fJ  als  den  zum  Parameter  t  gehörigen  Körper  oder  kurz 

als  den  t-Körper  bezeichnen.  Der  ursprünglich  gegebene,  dem  Para- 
meterwerte t  =  1  entsprechende  Körper  soll  der  Eichkörper  heißen. 

Wir  ziehen  den  Eichkörper  zunächst  derart  zusammen,  daß  der 
neu  entstandene  Körper  außer  dem  Mittelpunkt  keinen  weiteren 
Gitterpunkt  enthält,  und  treiben  dann  den  letzteren  Körper  so  lange 
auf,  bis  er  etwa  für  den  Parameterwert  t  =  M  mit  seiner  Begrenzunff 

zum  erstenmal  an  einen  Gitterpunkt  stößt.*)  Diesen  Jf-Körper  ziehen 
wir  hierauf  im  Verhältnis  2  :  1  zusammen  und  denken  uns  den  so 

gewonnenen  ilf/2- Körper  vom  Nullpunkt  aus  zu  jedem  anderen 
Gitterpunkt  als  Mittelpunkt  parallel  mit   sich   selbst  verschoben.     So 

*)  Schematisch  kann  man  sich  diese  Verhältnisse  an  der  Fig.  18,  S.  29  ver- anschaulicht denken. 
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entsteht  ein  System  von  Körpern,  deren  jeder  an  mindestens  zwei 

benachbarte  stößt  und  in  keinen  anderen  der  Körper  eindringt,  so 
daß  keine  Stelle  des  Raumes  mehr  als  einfach  von  dem  System  aus- 

gefüllt wird,  während  zwischen  den  einzelnen  Körpern  im  allgemeinen 
noch  Lücken  vorhanden  sein  werden.  Denken  wir  uns  nun  anderer- 

seits um  den  Nullpunkt  als  Mittelj)unkt  das  von  den  sechs  Ebenen 

rr  =  +  ̂ ,  ̂  =  +  4-,  ■^  =  ±1  begrenzte  Parallelepiped  konstruiert  und 
sodann  dasselbe  von  da  aus  zu  jedem  anderen  Gitterpunkt  als  Mittel- 

punkt parallel  mit  sich  selbst  verschoben,  so  erscheint  der  ganze 
Raum  von  diesen  Parallelepipeden,  deren  jedes  das  Volumen  1  hat, 
einfach  und  lückenlos  erfüllt.  Hieraus  erhellt,  daß  das  Volumen  eines 

Ji/2- Körpers  nur  kleiner  oder  höchstens  gleich  1  sein  kann: 

(f)V^l,  (2) 
und  daher  folgt  für  das  Volumen  des  Jf- Körpers: 

M^J£8.  (3) 

Um  einen  zum  Eichkörper  homothetischen  Körper  genau  vom 

Volumen  8  zu  erhalten,  muß  man  sonach  den  Jf- Körper  im  all- 
gemeinen noch  ein  wenig  ausdehnen  und  nur  im  Grenzfalle  fallen 

die  zwei  genannten  Körper  zusammen.  Es  enthält  also  der  Körper 

vom  Volumen  8  den  i)/- Körper  und  damit  außer  dem  Mittelpunkte 
notwendig  noch  weitere  (mindestens  zwei)  Gitterpunkte,  und  zwar  im 
allgemeinen  in  seinem  Inneren,  im  Grenzfalle  nur  auf  der  Begrenzung. 

§  3.     Grenzfälle  des  letzteren  Theorems. 

Es  soll  zunächst  ein  strenger  Beweis  der  schon  an  sich  plau- 
siblen Tatsache  gegeben  werden,  daß  das  Volumen  eines  iI//2- Körpers 

<  1  oder  =  1  ist,  je  nachdem  die  um  die  einzelnen  Gitterpunkte  kon- 
struierten i)jr/2- Körper  Lücken  zwischen  einander  lassen  oder  den 

ganzen  Raum  lückenlos  ausfüllen. 
Wir  nehmen  zunächst  an,  daß  derartige  Lücken  vorhanden  sind. 

Sind  sCq,  iIq,  z^  die  Koordinaten  irgend  eines  im  Inneren  einer  Lücke 
gelegenen  Punktes,  so  leuchtet  es  ein,  daß  auch  alle  Punkte 

(Xq  -\-  P,  ̂ 0  +  Q>  ̂ 0  +  '')?  ̂ obei  p,  q,  r  unabhängig  voneinander  sämt- 
liche ganze  Zahlen  durchlaufen,  im  Inneren  von  Lücken  liegen  werden; 

die  Gesamtheit  dieser  Punkte,  die  wir  als  ein  System  von  homologen 
Punkten  bezeichnen,  geht  aus  dem  gegebenen  Zahlengitter  einfach 
durch  eine  derartige  Translation  desselben  hervor,  bei  welcher  irgend 
ein  Gitterpunkt  in  den  Punkt  (xq,  iJq,  2q)  übergeht.  Um  jeden  der 
Punkte  (xq  +  j),  Po  +  7?  ~ o  +  '0  '^^^  Mittelpunkt  denken  wir  uns  einen 
zum  Eichkörjjer  ähnlichen  und  ähnlich  gestellten  Körper  konstruiert, 
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von  solcher,  etwa  dem  Parameterwerte  T/2  entsprechender  Größe,  daß 

weder  irgend  zwei  von  diesen  T  2-K()rpern  ineinander  eindringen 

noch  irgend  ein  T  2-Köi-per  in  einen  der  um  die  eiuzebien  Gitterpimkte 
konstruierten  J//2- Körper  eindringt.  Zwischen  den  so  errichteten  T/ 2- 
Körpern  und  den  vorhin  konstruierten  il// 2 -Körpern  kann  eine  ein- 

eindeutige Zuordnung  festgelegt  werden,  indem  etwa  dem  i)//2- Körper 

um  {p,  q,  r)  der  T/2 -Körper  um  {xq  -\-  p,  t/^  -|-  q,  Zq  +  r)  als  Trabant, 
wie  wir  sagen  wollen,  zugeordnet  wird.  Nun  konstruieren  wir  um 
jeden  Gitterpunkt  als  Mittelpunkt  einen  Würfel  mit  Seitenflächen 
parallel  den  Koordinatenebenen  und  einer  solchen  festen  Kantenlänge 

2d,  daß  der  Würfel  den  um  den  Gitterpunkt  befindKchen  il//2- Körper 
und  jetzt  auch   den  Trabanten  des  letzteren    vollständig   in    sich  ein- 
   schließt,  —  endlich  um  den  Nullpunkt 

einen  Würfel  mit  Seitenflächen  parallel 
den  Koordinatenebenen  und  einer  Kante 

2ß,  wobei  ß  eine  positive  ganze  Zahl 
bedeute,  über  deren  Größe  wir  noch 

verfügen  wollen  (Fig.  43).  Die  Ge- 
samtheit derjenigen  unter  den  erstge- 
nannten Würfeln,  deren  Mittelpunkte 

im  Inneren  und  auf  der  Begrenzung 
des  großen  Würfels  von  der  Kante  2ü 

liegen,  ragt  über  des  letzteren  Begren- 
zung überall  höchstens  so  weit  heraus, 

daß,  wenn  der  Würfel  von  der  Kante 
2  iß  zu  einem  homothetischen  von  der 

Kante  2Sl-\-2d  ausgedehnt  wird,  dieser  neue  vergrößerte  Würfel 
sicherlich  alle  vorhin  genannten  Würfel  von  der  Kantenlänge  2d  und 
damit  auch  alle  die  von  diesen  Würfeln  bzw.  eingeschlossenen  Paare 

von  je  einem  Jf/2- Körper  und  dem  zugehörigen  Trabanten  vollständig 

in  sich  schließt.  Da  nun  (2iß-|-l)^  solche  getrennt  liegende  Körper- 
paare hier  in  Betracht  kommen,  so  hat  man  hiernach: 

(2Sl  -f  2df  >  (2i^  -f  1)^  {  (f) %  Q'}  J, 

woraus,  wenn  man  beiderseits  durch  (2ü-[-l)^  dividiert  und  zur 
Grenze  für  ü  =  cx)  übergeht, 

folglich l(f)  +  ©V^i- 
w 

hervorgeht,  was  zu  beweisen  war. 
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Im  Falle  liicJieidoser  Ausfüllung  des  Raumes  durch  die  M/2- 
Körper  fassen  wir  zunächst  die  außerhalb  des  Würfels  von  der  Kante 
2Sl  gelegenen  Gitterpunkte  ins  Auge.  Jeder  der  um  diese  Punkte 
befindlichen  Würfel  von  der  Kantenlänge  2d  liegt  entweder  ganz 
außerhalb  dieses  erstgenannten  Würfels  oder  dringt  zum  Teil  in  ihn 
ein,  und  zwar  höchstens  bis  zur  Tiefe  d,  in  Richtungen  normal  zu 
den  entsprechenden  Koordinatenebenen  gemessen.  Wir  nehmen  nun 

ß  >  r?  an  und  konstruieren  um  den  Nullpunkt  einen  zum  erstge- 
nannten homothetischen  kleineren  Würfel  von  der  Kante  2Sl  —  2d] 

in  diesen  letzteren  dringt  dann  keiner  der  besagten  Würfel  von  der 
Kanteulänge  2d  mehr  ein,  folglich  muß  sein  Inneres  ganz  in  solche 

der  J//2 -Körper  aufgehen,  deren  Mittelpunkte  im  Würfel  von  der 
Kante  2£l  gelegen  sind.  Der  von  der  Gesamtheit  der  hiermit  be- 

zeichneten J// 2 -Körper  ausgefüllte  Raum  kann  daher  nicht  kleiner 
sein,  als  das  Volumen  des  Würfels  von  der  Kante  2i2  —  2d  und  es 
gilt  demnach  die  Ungleichung: 

(2ß  -  2dy  £  {2§l  +  1)3  (^)V. 

Aus   dieser   schließen  wir,   indem   wir  ii  wiederum  über  jede  Grenze 
hinaus  wachsen  lassen: 

und  dies  ist  wegen  (2)  nur  so  möglich,  daß 

(f)V=l  (5) 
ist,  was  zu  beweisen  war. 

Durch  Parallelverschiebungen  auseinander  hervorgehende  konvexe 
Körper,  die  um  Gitterpunkte  als  Mittelpunkte  konstruiert  sind  und, 

wie  die  Jf/2- Körper,  teilweise  aneinander  stoßen,  ohne  je  ineinander 
einzudringen,  wollen  wir  Stufhi  im  Zalüengitter  nennen.  Wir  wollen 
nun  die  Gestalt  der  Stufen  im  Falle  des  maximalen  Volumens  1 

derselben,  also  bei  lückenloser  Erfüllung  des  ganzen  Raumes  durch 
die  Stufen,  eingehender  studieren. 

§  4.     Charakter  der  Oberfläche  bei  einem  maximalen  iltf/2- Körper. 

Zunächst  erkennen  wir,  daß  jeder  Punkt  der  Oberfläche  einer 
Stufe  vom  Volumen  1,  kurz:  einer  maximalen  Stufe,  zugleich  der 
Oberfläche  wenigstens  einer  von  den  homologen  Stufen  um  die  anderen 

Gitterpunkte  angehören  muß.  Würde  nämlich  ein  Punkt  P  der  Be- 
grenzung einer  maximalen  Stufe,  deren  Mittelpunkt  wir  etwa  im 

Nullpunkte  0  annehmen  wollen,  keiner  anderen  Stufe  angehören,  so 
müßten   wir,   auf  dem   Radius   OP  über  P  hinaus  fortschreitend,  auf 
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Punkte  kommen,  welche  überhaupt  keiner  Stufe  angehören,  was  wegen 

der  lückenlosen  Ausfüllung  des  Raumes  durch  die  Stufen  ausge- 
schlossen ist. 

Es  sei  nun  A  =  {j),  q,  r)  der  Mittelpunkt  einer  unter  denjenigen 
maximalen  Stufen,  welche  mit  der  um  0  befindlichen  Stufe,  die  kurz 
die  Nnlljnoilisfufe  heiße,  zusammenstoßen  (Fig.  44).  Die  Stufe  um  A 
und  die  Nullpunktstufe  sind  dann  offenbar  beide  in  bezug  auf  den 
Halbierungspunkt  E  der  Strecke  OA  zueinander  symmetrisch.  Der 

Punkt  E  ist  beiden  Stufen  gemein  und  es  geht  durch  ihn  eine  ge- 
meinsame Stützebene  der  beiden  Stufen.  In  dieser  Stützebene  haben 

beide  Stufen  entweder  bloß  den  Punkt  E  oder  geradlinige  Strecken 

oder  aber  konvexe  ebene  Partien  liegen.  Da  nun  die  Stufe  um  0, 
als   Stufe   überhaupt,  wie  leicht  einzusehen,  nur  mit   einer  endlichen 

Anzahl  anderer  Stufen  zusam- 
menstoßen kann  und  dabei,  als 

maximale  Stufe,  mit  ihrer  ganzen 

Begrenzung  an  andere  Stufen 
stoßen  muß,  so  ist  es  klar,  daß 
ihre  Oberfläche  gam  in  einer 
endlichen  Anzahl  ihrer  Stütz- 

ebenen liegen  muß.  Die  maxi- 
malen Stufen  sind  somit  Poly- 
eder. Zugleich  erkennen  wir, 

daß  es  unter  den  der  Nullpunkt- 
stufe benachbarten  Stufen  ge- 
wisse gibt,  welche  mit  der  Null- 

puuktstufe  ebene  Partien  (nicht  bloß  Kanten  oder  Ecken)  gemein 
haben  und  daß  die  ganze  Begrenzung  der  Nullpunktstufe  aus  den 
Partien  solcher  Art  besteht. 

Umgekehrt  leuchtet  jetzt  ein,  daß,  wenn  jede  Stufe  ihre  ganze 
Oberfläche  mit  anderen  Stufen  teilt,  die  Stufen  tatsächlich  den  Raum 

lückenlos  ausfüllen,  also  je  das  Volumen  1  haben  müssen.  Denn  an- 
genommen, es  existierten  dabei  noch  Lücken  und  es  wäre  Q  ein 

Punkt  in  einer  Lücke,  so  könnten  wir  eine  Strecke  von  Q  aus  nach 
dem  Inneren  irgend  einer  Stufe  derart  legen,  daß  diese  Strecke  in 
ihrem  Verlaufe  keiner  einzigen  Stufe  in  einer  Kante  oder  einer  Ecke 
begegnet;  und  wäre  dann  P,  von  Q  aus  gerechnet,  der  erste  Punkt 
der  Strecke,  der  auf  der  Oberfläche  einer  Stufe  zu  liegen  kommt,  so 
könnte  P  ofienbar  nur  dieser  einen  Stufe  und  keiner  weiteren  unter 

den  Stufen  angehören,  was  unserer  Voi-aussetzung  widerspräche. 
Liegt  eine  beliebige  konvexe  Figur  ̂   vor  (Fig.  45),  so  wollen 

wir  jenen  Teil  von  (&,  welchen  diese  Figur  mit  einer  Figur  0*  ge- 
mein hat,   die  durch  Spiegelung  von   0  an  einem  inneren  Punkte  E 

Fig.   14. 
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Fig.  i: 

von  0  entsteht,  die  Deckung  der  Figur  0 
in  hezug  auf  den  Punli  E  nennen. 

Haben  nun  die  Nullpunktstufe  und 
die  dieser  benachbarte  Stufe  um  A  in  der 

den  beiden  gemeinsamen  Stützebene  Seiten- 
flächen (und  nicht  bloß  Kanten  oder  Ecken) 

liegen  und  ist  ̂   die  Seitenfläche  der  Null- 
punktstufe und  E  der  Halbierungspunkt 

von  OA,  so  ist  die  den  zwei  Stufen  ge- 

meinsame Partie  ofi'enbar  mit  der  Deckung 
von  ̂   in  bezug  auf  E  identisch.  Be- 

achten wir  noch,  daß  der  Punkt  E  kein  Gitterpunkt  sein  kann,  also 
die  Koordinaten  pß,  q/2,  r/2  von  E  Hälften  von  ganzen  Zahlen, 
aber  nicht  sämtlich  ganzzahlig  sind,  so  läßt  sich  das  Ergebnis  unserer 
Betrachtung  folgendermaßen  zusammenfassen: 

XI.  Eine  maximale  Stufe  ist  von  lauter  ehenen  Seitenflächen  be- 
grenzt; dabei  enthält  jede  Seitenfläche  tvenigstens  einen  PunJd,  dessen 

Koordinaten  Hälften  von  ganzen  Zahlen,  aber  nicht  sämtlich  ganzzahlig 
sind,  und  es  besteht  jede  Seitenfläche  genau  aus  ihren  Deckungen  in 
bezug  auf  die  verschiedenen  derartigen  in  ihr  enthaltenen  Punkte. 

Wir  können  diese  Eigenschaften  der  maximalen  J// 2 -Körper 
ohne  weiteres  auf  die  maximalen  3I-Körper ,  d.  h.  3/-Körper  vom 
Volumen  8  in  folgender  Weise  übertragen: 

Ein  maximaler  M-Körper  ist  ein  Polyeder,  dessen  jede  Seiten- 
fläche mindestens  einen  Gitterpiinkt  mit  nicht  sämtlich  durch  zwei  teil- 
baren Koordinaten  enthält  und  regelmäßig  genau  aus  ihren  Deckungen 

in  bezug  auf  die  verschiedenen  in  ihr  befindlichen   Gitterpunkte  besteht. 

§  5.     Die  Anzahl  der  Seitenflächen  eines  maximalen  iJ/-Körpers. 

Dieses  Ergebnis  gestattet  uns,  die  gnißtmögliche  Anzahl  der  Seiten- 
flächen eines  maximalen  il/-Körpers  sowie  in  der  Folge  die  genaue  Gestalt 

eines  solchen  Körpers  zu  ermitteln. 

Es  sei  ein  maximaler  Jl/Körper 
um  den  Nullpunkt  0  als  Mittelpunkt 
gecreben.  Seine  Seitenflächen  werden 
paarweise  parallel  und  zueinander 
in  bezug  auf  0  symmetrisch  sein. 

Es  sei  Aq  =  (pq,  q^,  r^)  ein  Gitter- 
punkt auf  der  Begrenzung  des  Kör- 

pers, und  zwar  liege  derselbe  im 
Inneren  einer  Seitenfläche  des  Kör- 

pers; derartige  Punkte  muß  ja  nach  Pig  4,3 
Minkowski,  diophant.  Approximationen. 
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§  4  jede  Seitenfläche  des  Körpers  aufweisen  (Fig.  46).  Dann  liegt 

auch  der  Gitterpunkt  Aq  =  (—Po,  —  <Zo>  ~^o)  ̂ ^^^  der  Begrenzung  des 
Körpers,  und  zwar  im  Inneren  derjenigen  Seitenfläche,  welche  zur 

erstgenannten  bezüglich  0  symmetrisch  ist.  Ist  weiter  J.  =  (i>,  {/,>')  ein 
Gitterpunkt  im  Inneren  einer  weiteren,  von  den  zwei  vorigen  ver- 

schiedeneu Seitenfläche  des  Körpers,  so  liegt  der  Punkt 

welcher  die  Strecke  äAq  halbiert,  notwendig  im  Inneren  des  Körpers, 

ist  aber  vom  Nullpunkte  verschieden;  infolgedessen  können  die  Ko- 
ordinaten von  li  nicht  sämtlich  ganze  Zahlen  sein,  also  nicht  die 

Kongruenzen 

P=Pq,     q  =  qo,     r  =  r^{mod.2) 

sämtlich  gleichzeitig  bestehen.  Fassen  wir  nun  für  jede  einzelne  Seiten- 
fläche einen  der  in  ihrem  Inneren  gelegenen  Gitterpunkte  ins  Auge 

und  bilden  wir  die  echten  Reste  der  Koordinaten  dieses  Punktes 

modulo  2,  so  müssen  die  so  erhaltenen  Restetripel  für  irgend  zwei 
Seitenflächen,  die  nicht  speziell  als  Spiegelbilder  in  bezug  auf  den 
Nullpunkt  zusammengehören,  stets  untereinander  verschieden  aus- 

fallen. Solcher  Tripel  gibt  es  aber  überhaupt  2^  =  8,  indem  jeder 
Rest  nur  die  Werte  0,  1  annehmen  kann;  dabei  wird  das  Tripel 

(0,  0,  0)  jedenfalls  nicht  vorkommen,  da  die  BegTenzung  des  i)/-Körpers 
keinen  Gitterpunkt  mit  lauter  geradzahligen  Koordinaten  enthält;  so- 

mit leuchtet  der  folgende  Satz  ein: 

XII.  Die  Anzahl  der  Seitenflächen  eines  maxi- 
malen M- Körpers  (und  ebenso  einer  maximalen 

Stufe)  Jcann  höchstens  2(2^  —  1)  =  14  betragen. 
Solche  maximale  il/- Polyeder  kann  man 

auch  nach  Methoden,  die  wir  in  der  Folge 

kennen  lernen  werden,  ermitteln.  Es  sind  dies 

14-Flächner  (resp.  Ausartungen  derselben),  die 

aus  Oktaedern  durch  Stutzung'  der  Ecken  mit- 
tels entsprechend  geführter  ebener  Schnitte  ent- 

stehen (Fig.  47). 

Die  hier  abgeleiteten  Sätze  lassen   sich  auf 

Räume    von    beliebig   vielen   Dimensionen    über- 
tragen.     Es    zeigt    sich,    daß    im    Räume    von 

n  Dimensionen  die  maximalen  il/-Körper  Polyeder  sind,  deren  Seiten- 

anzahl höchstens  2(2"  —  1)  betragen  kann. 

Fig.  47. 

§  6.    Die  Anzahl  der  Gitterpunkte  auf  einem  iüf- Körper. 

Wir   fragen   ferner  nach   der  Anzahl   der   Gitterpunkte,    die  auf 

der  Oberfläche  eines  J/-Köi-pers  liegen  können. 
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Es  sei  um  den  Nullpunkt  0  (Fig.  48)  ein  beliebiger  iüf -Körper 

gegeben  und  A^  =  {p^,  q^,  Tq),  A  =  {p,  q,  r)  seien  irgend  zwei  ver- 
schiedene Gitterpunkte  auf  der  Oberfläche 

desselben.  Wir  betrachten  das  von  den 
Punkten 

0,  A'  =  (--Po;  -Qoj  -  '>'o),  ̂  
gebildete   Dreieck.     Der   Schwerpunkt  des- 
selben, 

B={^{p-p,),  iiq-q,),  iir-r,)), 
liegt    unter    allen    Umständen    im    Inneren 

des   gegebenen   i)/- Körpers   und   ist  jeden-  Fig.  48. 
falls  von  0  verschieden;  er  ist  daher  sicher 
kein  Gitterpunkt  und  mit  Rücksicht  darauf  können  die  Zahlen  p,  q,  r 
nicht  alle  zugleich  den  Zahlen  Pq,  q^,  r^  mod.  3  bzw.  kongruent  sein. 

Wenn  wir  also  nun  für  jeden  auf  der  Oberfläche  des  J/Körpers 
gelegenen  Gitterpunkt  die  echten  Reste  seiner  Koordinaten  mod.  3 
ins  Auge  fassen,  so  können  unter  den  so  erhaltenen  Restetripeln 

keine  zwei  gleichen  vorkommen;  da  es  aber  überhaupt  nur  3^  =  27 
solche  Restetripel  gibt  und  das  Restetripel  (0,  0,  0)  hier  jedenfalls 
ausgeschlossen  erscheint,  so  folgt,  daß 

XIII.  die  Oberfläche  eines  M-Körpers  nicht  mehr  als  3^  —  1  =  26 
GitterpunMe  enthalten  Jcann. 

Es  gibt  auch  in  der  Tat  ilf- Körper  mit  26  Gitterpunkten  auf 
der  Begrenzung;  ein  solcher  Körper  ist  z.  B.  der  durch  die  Un- 
gleichungen -  1  ̂   a;  ̂   1, 

definierte  Würfel;  die  Koordinaten  der  auf  dessen  Oberfläche  gelegenen 
Gitterpunkte  ergeben  sich  durch  Bildung  sämtlicher  Kombinationen 
aus  je  einem  Werte  jeder  der  drei  Wertereihen 

x  =  -l,     0,     +1, 

y  =  -l,     0,     +1, 
^  =  -1,     0,     +1, 

mit  Ausschluß  der  Kombination  x  =  0,  y  =  0,  z  =  0. 

§  7.     Parallelepipede. 

Wir  wollen  nun  die  gewonnenen  Sätze  auf  spezielle  konvexe 
Körper,  zunächst  auf  Parallelepipede,  anwenden. 
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Es  seien  drei  lineare  Formen  dreier  Variabein  x,  y,  z  mit  be- 
liebigen reellen  Koeffizienten  und  nicht  verschwindender  Determinante  A 

gegeben: 
"%  =  Ix  ̂   }!y  Ar  X"z,  l,     X',     X" 

1]  =  i^ix  -{-  n'ii  -{-  n"s ,      A  =    (.1,    /u',     n"    =f=  0-  (6) 

^  =  vx  +  v'y  -^  v"2,  \  V,     v',     v" 
Wir  betrachten  als  Eichkörper  das  von  den  sechs  Ebenen 

1  =  1,  i  =  -i,  ̂ /==i,  '/  =  -i,  f=i,  ;-  =  -!     (7) 

begrenzte  Parallelepiped  und  wenden  auf  dasselbe  das  Theorem  (3) 

(S.  61)  au.  Danach  gilt,  wenn  J  das  Volumen  des  bezeichneten  Eich- 

körpers in  den  Koordinaten  x,  y,  z  bedeutet,  für  das  Volumen  J/^J" 
des  zugehörigen  il/ -Körpers  die  Ungleichung: 

iJfV^S.  (8) 
Nun  ist 

wobei  das  letztere  dreifache  Integral  auf  den  Bereich 

-l^^^l,       -l^'/^l;       -l^^^l 

ZU  erstrecken  ist,  also 

|A|' 

und  dies  ergibt, 
  
in  (8)  eingeset

zt,   
für  M  die  folgend

e  
Ungleic

hung: 

M£Y\K\.  (9) 

Da  die  Oberfläche  des  vorliegenden  Jf -Körpers  aus  allen  jenen 
Punkten  (x,  y,  z)  besteht,  für  welche 

maxO^I,  \^\,  \V)-M 

ist,  und  unter  diesen  Punkten  der  Bedeutung  von  M  zufolge  sich 
notwendig  auch  Gitterpunkte  befinden  müssen,  so  folgt  aus  (9)  weiter, 

daß  es  ganzzaldige  Werte  x,  y.  z  geben  muß,  die  nicht  sämtlich  ver- 
schivinden  und  für  ivelche 

rnaxdll,  1^1,  \i\)£VW\, 
also 

\i\£VW\.    ■n\^V\^\,  iei^|/|Ä|  (10) 

ivird.  Hiermit  erscheint  derselbe  Satz  IV  (S.  9)  bewiesen,  welcher 
den  Hauptgegenstand  des  ersten  Kapitels  bildete  und  dort  durch  rein 
arithmetische  Betrachtungen  abgeleitet  wurde.  Während  aber  dort 
die  Frage  nach  den  Greuzf allen,   in  denen  das  Minimum  M  der  drei 
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Fiff.  49. 

Formen  genau  den  Wert  ]/j  Aj  hat,  offen  blieb,  werden  wir  jetzt  diese 
Frage   durch   eine   geometrische   Überlegung   vollständig  beantworten. 

Soll  M=y  A  sein,  dann  hat  das  Jf-Parallelepiped  genau  den 
Inhalt  8,  ist  also  ein  maximaler  J/- Körper.  Daher  muß  dann  eine 
jede  Seitenfläche  desselben,  den  Ergebnissen  des  §  4  gemäß,  in  ihrem 
Inneren  wenigstens  einen  Gitter- 

punkt enthalten  und  genau  aus  den 
einzelnen,  untereinander  getrennten 
Deckungen  ihrer  selbst  in  bezug  auf 
die  sämtlichen  in  ihr  enthaltenen 

Gitterpunkte  bestehen.  Da  nun  die 
Seitenflächen  im  vorliegenden  Falle 
Parallelogramme  sind,  so  werden 
auch  ihre  Deckungen,  wie  man  leicht 
sieht,  parallelogrammatische  Form  haben;  dabei  wird  eine  jede  dieser 

Deckungen  notwendig  mindestens  einen  der  Eckpunkte  der  betreffen- 
den Seitenfläche  mitnehmen  (Fig.  49). 

Wir  fassen  nun  irgend  eine  Seitenfläche 

ÄBCD  des  maximalen  il/-Parallelepipeds  und 
einen  darin  enthaltenen  Gitterpunkt  P  ins  Auge 
und  bilden  die  Deckung  von  ÄBCD  in  bezug 
auf  P,  welche  etwa  jedenfalls  den  Eckpunkt  Ä 
mitnehmen  möge.  Um  zu  erkennen,  wie  sich 
AB  CD  weiter  aus  Deckungen  aufbaut,  werden 
wir  zunächst  zu  unterscheiden  haben,  ob  die 
erstgenannte  Deckung  nur  die  eine  Ecke  Ä 
oder  noch  eine  andere  oder  alle  vier  Ecken  der 

Seitenfläche  mitnimmt  [Fig.  50,  A),  B),  f)]; 
nur  diese  drei  Eventualitäten  sind  offenbar 

möglich. 

Im  Falle  A)  muß  die  Seitenfläche  außer  P 

noch  wenigstens  zwei  weitere  Gitterpunkte  ent- 
halten. Es  sei  Q  derjenige  von  den  letzteren, 

dessen  zugehörige  Deckung  die  Ecke  D  fort- 
nimmt; dann  ist  es  klar,  daß  die  Deckungen 

um  P  und  Q  aneinander  stoßen  müssen:  denn  sonst  müßte  es  weitere 
Deckungen  geben,  welche  gar  keine  Ecken  von  ÄBCD  in  sich 
enthalten,  was  ausgeschlossen  ist.  Sind  nun  die  Seiten,  mit  denen 
die  beiden  genannten  Deckungen,  um  P  und  um  Q,  aneinander  stoßen, 
von  ungleicher  Länge,  so  ist  zu  unterscheiden,  ob  die  Deckung  um  Q 
nur  die  eine  Ecke  D  oder  auch  noch  die  Ecke  C  fortnimmt;  im 
ersteren   Falle   muß    es    im   Parallelogramm  ÄBCD  notwendig  noch 

Fig.  50. 
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zwei  Deckungen  geben,  deren  jede  je  eine  der  noch  übrigen  Ecken 
B,  C  fortnimmt  (Fig.  51«);  im  zweiten  Falle  dagegen  ist  nur  noch 
eine,  die  Ecke  B  enthaltende  Deckung  vorhanden  (Fig.  51&).  Fallen 
aber  die  beiden  bezeichneten  Seiten  der  Deckungen  um  P  und  Q  auch 

der  Länge  nach  zusammen,  dann  kann  der  noch  freie  Teil  des 
ParaUelotrranims  entweder  in  zwei  weitere  Deckungen  zerfallen 

(Fig.  öle,  d)  oder  selbst  eine  Deckung  sein  (Fig.  öle). 
Im  Falle  B)  gibt  es  nur  zwei  Möglichkeiten:  entweder  wird 

jeder  der  noch  freien  Eckpunkte  D,  C  durch  je  eine  besondere 

Deckung  mitgenommen  (Fig.  öl/")  oder  gehören  beide  Eckpunkte 
einer  einzigen  Deckung  an  (Fig.  51^). 

Im  Falle  V)  schließlich  bildet  das  Parallelogramm  selbst  seine 
eigene  Deckung  (Fig.  blli). 

J u 
a. 

t 

•Q 

• 

•p 

• 

> i ß 

Hiermit  wären  alle  möglichen  Fälle  erschöpft.  Wir  sehen  zu- 
gleich, daß  die  Fälle  a),  c)  wesentlich  miteinander  identisch  sind  und 

d)  bloß  einen  gemeinsamen  Grenzfall  dieser  beiden  Fälle  darstellt, 

ferner,  daß  auch  &),  ß),  /')  im  Wesen  einen  und  denselben  Fall  dar- 
stellen. Daher  kommen  hier  bloß  die  folgenden  vier  wesentlich  unter- 
einander verschiedenen  Fälle  in  Betracht:  «),  ?>),  (j),  h),  und  diese 

werden  nun  nacheinander  zu  untersuchen  sein. 

Wir  können  dabei  der  Einfachheit  halber  A  =  +  1,  also  31  =  1 
annehmen. 

Angenommen,  es  befinde  sich  unter  den  Seitenflächen  des  in 

Rede  stehenden  maximalen  ilf-Parallelepipeds  eine  solche,  etwa  in  der 
Ebene  ̂   =  1  gelegene,  welche  dem  Falle  a)  entspricht;  ihre  Seiten 
sollen  in  der  Reihenfolge,  wie  sie  von  den  Ebenen  |  =  —  1,  1  =  1, 
7j  =  —  1,  7}  =  1  ausgeschnitten  werden,  AD,  BC,  AB,  DC  heißen 
und  P,  Q,  P,  S  seien  die  vier  Gitterpunkte   in  den  Deckungen  dieser 
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Seitenfläche,  iii  der  Reihenfolge,  wie  diese  Deckungen  die  Ecken 
Ä,  D,  B,  C  bzw.  mitnehmen  (Fig.  52).  Sind  dann  a^,  ß^,  1  die 

Koordinaten  von  P  im  |-,  ?;-,  ̂ -System,  wobei  offenbar  —  1  <  «^  <  0, 
—  1  <  /3i  <  0  ist,  so  hat  R  die  Koordi-  ^ 
naten  cc^  -j-  1,  /3j,  1,  denn  es  ist  PR 
=  ̂ AB  und  PR  AB.  Mit  Rücksicht 
darauf,  daß  die  Projektion  von  P  Q  auf  .^  > 
AD  gleich  ̂ AD  ist,  seien  ferner  a.^,  \^ 

ß^-j-  1,  1  die  Koordinaten  von  Q.  Sind  >l^ 

nun  etwa  a",  h" ,  c"  die  Koordinaten 
von  P  im  rr-,  y-,  ̂ -System,  a  +  a", 
h  -r  h",  c  -\-  c"  jene  von  R  in  demselben 
System,  so  hat  der  Punkt  («,  &,  c),  wel- 

cher ebenfalls  ein  Gitterpunkt  ist  und 

symbolisch  mit  R  —  P  bezeichnet  werden  möge,  im  |-,  t^-,  ̂ -System 
dem  oben  Gesagten  gemäß  die  Koordinaten  1,  0,  0.  Sonach  gibt  es 

im  vorliegenden  Falle  ein  System  von  ganzzahligen  Werten  der  Va- 
riabein X,  y,  z,  und  zwar  x  =  a,  y  =  h,  z  =  c,  für  welches 

  ^ 

S 
• 

.....eI.... 

  ^^ 

Fig.  52. 

B 

1  =  1,     7?  =  0,     e  =  0 (11) 

wird.  In  derselben  Weise  finden  wir  durch  Betrachtung  des  Punktes 

Q  —  P,  daß  ein  anderes  ganzzahliges  Wertesystem  derselben  Variabein, 

etwa  [a ,  &',  c'^,  existiert,  für  welches 

l  =  a,     ,^  =  1,     ̂   =  0  (12) 

wird,  wobei  «g  —  «^  =  «'  gesetzt  ist.  Zu  diesen  zwei  Wertesystemen 
von  X,  y,  z  wollen  wir  noch  das  System  [a" ,  h",  c")  hinzufügen  und 
die  aus  dem  letzteren  hervorgehenden  Werte  von  |,  r/,  t,  nunmehr 
der  Analogie  halber  mit 

^  =  a",     ri  =  ß",     g=l  (13) 
bezeichnen.     Dabei  ist  zu  beachten,  daß 

I     '  "1         I  a"  I    ̂ '  1 
\a   ,       a    \,     I  j3    !  <  1 

sind. 

Die  Beziehungen,  in  welchen  die  drei  den  Punkten  R  —  P, 
Q  —  P,  P  bzw.  als  Koordinaten  entsprechenden  Wertesysteme  der 
Variabein  x,  y,  z  zu  den  zugehörigen  Wertesystemen  (11),  (12),  (13) 

der  Formen  |,  r},  t,  stehen,  lassen  sich  in  der  Matrizen-Relation 

1, 
a, 

u 

^, 

^', 

r 

a, 

n, 

a"
 

0, 

1; 

ß"  = 
^, 

^', 

ft"  • 

h, 

h\ 

h"
 

0, 
0, 

1 

V, 

v, 

V 

c, 

c, 
c"
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zusammenfassen    und    diese    letztere    ergibt,    da    die    links    stehende 
Determinante  =  1   und  die  erstere  der  rechts  stehenden  =  +  1   ist: 

a,     a,     a" I  h,     h',     h"    =  ±  1.  (U) 

Wenden  wir  nun  auf  das  Zahlengitter  in  x,  y,  z  die  Trans- 
formation 

X  =  aX  -\-  a'Y -\-  a'Zj 

y  =  hX  -{-h'Y  -\-h"Z,  1^15) 

2  =  cX  i-c'Y  -\-  c'Z 
au,  so  entspricht  vermöge  derselben  jedem  gauzzahligen  Wertesystem 

(X,  Y,  Z)  ein  ganzzahliges  Wertesystem  (x,  y,  s)  und  wegen  (14) 

auch  umgekehrt.  Die  Transformation  (15)  führt  also  das  Zahlen- 
gitter der  X,  y,  z  genau  in  das  Zahlengitter  der  X,  Y,  Z  über;  dabei 

erhalten  die  Punkte  R  —  P,  Q—  P,  P  im  neuen  Gitter  bzw.  die 
Koordinaten  1,  0,  0;  0,  1,  0;  0,  0,  1  und  mit  Rücksicht  darauf  und 

auf  (11),  (12),  (13)  gehen  die  gegebenen  Formen  ^,  >;,  t,  durch  die 
besagte  Transformation  in  die  folgenden  über: 

X  +  a'Y^aZ, 

Y+ß"Z,  (1()) 

Z. 
Hiermit  ist  im  vorliegenden  Falle  die  Existenz  einer  unimodidaren 

ganzzahli(jen  Substitution  nachgewiesen,  ivelche  das  gegebene  Formensystem 

(6)  in  ein  sj^ezielles  Formensystem  (16)  überführt.  Dabei  ist  die  An- 
ordnung, in  welcher  die  Fonnen  (16)  aus  jenen  ̂ ,  y],  t,  entstehen,  gleich- 

gültig; sie  hängt  bloß  davon  ab,  in  welcher  der  Seitenflächen  des 
Parallelepipeds  und  bei  welcher  Reihenfolge  ihrer  Kauten  der  hier 
vorausgesetzte  Fall  a)  sich  darbietet. 

Nicht  anders,  wie  im  Falle  a),  liegen  die  Dinge  in  jedem  der 
drei  weiteren  Fälle:    h),  g),  h). 

Für  den  Fall  b)  bleibt  die  soeben  durchgeführte  Betrachtung 

ohne  weiteres  gültig,  denn  das  Vorhandensein  eines  vierten  Gitter- 
punktes S  in  der  betreffenden  Seitenfläche,  wodurch  sich  der  Fall  a) 

von  jenem  b)  unterscheidet,  war  für  die  obige  Betrachtung  völlig 
belanglos. 

Nehmen  wir  weiter  an,  es  würde  für  keine  der  Seiteuflächen  des 
Parallelepipeds  der  Fall  a)  noch  der  Fall  b)  zutreffen,  es  gebe  aber 
eine  Seitenfläche  ABCD,  in  welcher  der  Fall  g)  statthat,  und  diese 

liege  etwa  in  der  Ebene  ̂   =  1,  wobei  die  Seiten  AB,  DC  bzw.  von 
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g  =  —  1,  1  =  1   ausgesclmitteii   werden   mögen  (Fig.  53). 
Die  zwei  in  dieser  Seitenfläche  befindlichen  Gitterpimkte  P,  Q  haben 

dann    ̂ -,  ?/-,  ̂ -Koordinaten    a',   1,   0; 
a'  -\-  1,    1,   0;    hieraus    läßt    sich    un-        j^ 
mittelbar  der  Gitterpunkt  Q—  P,(^  =  l, 
t]  =  0,  ̂  =  0),  ableiten ;  nehmen  wir  mm 
zu  den  Gitterpunkteu   Q  —  P,  P  noch 
einen  dritten  T  hinzu,    welcher   inner- 

halb der  Seitenfläche 

Q^(a'*i,lO) 

C 

\l\^\,     \ri\<\,     e=l 

liege  und  |-,  r\-,  ̂ -Koordinaten  a' ,  ß'\         J:  ITTTi  ^ 
1  habe,   bezeichnen  wir   ferner  die  x-,  g=-J,79=f 
y-,  ̂ ^-Koordinaten  der  drei  Gitterpunkte  pjg  53 
Q-P,  P,  Thzw.  mit 

a,  h,  c:     a,  h',  c';     rt",  h",  c" 
und  wenden  auf  das  Formensystem  (6)  die  Transformation  an,  die  sich 
hier  genau  wie  (15)  schreibt,  so  zeigt  es  sich  wiederum,  wie  in  den 
Fällen  a),  h),  daß  dann  das  Formensystem  (6)  in  das  spezielle  (16) 
übergeht. 

Nehmen  wir  schließlich  an,  daß  sich  keiner  der  Fälle  a),  h),  g) 

auf  den  Seitenflächen  des  maximalen  Jf-Parallelepipeds  vorfindet,  also 
jede  Seitenfläche  desselben  gemäß  Ji)  im  Inneren  bloß  einen  Gitter- 

punkt, und  zwar  in  der  Mitte,  enthält;  dann  haben  die  drei  Gitter- 
punkte,   welche  innerhalb  der  in  den  Ebenen 

1  =  1,     r}  =  l,      t=l 

bzw.  gelegenen  Seitenflächen  sich  befinden,  bzw.  folgende  |-,  1]-,  t,- 
Koordinaten: 

1,  0,  0;     0,  1,  0;     0,  0,  1, 

und  die  x-,  y-,  ̂ -Koordinaten  dieser  Punkte  liefern  sonach  wiederum 
eine  unimodulare  gauzzahlige  Substitution,  durch  welche  das  gegebene 
Formensystem  in  das  folgende  übergeht: 

|=X,     ri=Y,     e  =  Z,  (17) 

also  in  den  allereinfachsten  Spezialfall  des  Formensystems  (16). 

Wir  sehen  somit,  daß  in  allen  vier  Füllen  eine  unimodulare  ganz- 
mhlige  Substitution  existiert,  welche  die  gegebenen  Formen  |,  ri,  ̂,  ahgesehen 
von  der  Reihenfolge,  in  spezielle  Formen  (16)  üherführi.  Es  gilt  aber  auch 
die  Umkehrung  hiervon:  ivenn  die  Formen  |,  7/,  ̂,  abgesehen  von  der 
Reihenfolge,  durch  eine  unimodulare  ganzzahlige  Substitution  in  spezielle 

Formen  (16)  übergeführt  iverden  lönnen,  so  ist  ihr  Minimum  für  ganz- 
zahlige X,  y,  z  notivendig  =  1.     Denn  dieses  Minimum  ist  dann  jeden- 
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falls  gleich  jenem  der  transformierten  Formen,  diese  letzteren  aber 
können,  wie  ersicttlich,  durch  ganzzahlige  Werte  der  Variabein  nicht 
sämtlich  absolut  <  1  gemacht  werden,  es  sei  denn  so,  daß  zunächst 

Z=0,  sodann  1^=0,  schließlich  X=0  angenommen  wird:  das 
letztere  Wertesystem  schließen  wir  aber  von  vornherein  aus. 

Hiermit  haben  wir  für  alle  Fälle  bewiesen,  daß 
XIV.  das  Minimum  von  drei  linearen  Formen  t„  rj,  t,  mit  einer 

Determinante  ±  1  dann  und  nur  dann  genau  =  1  ivird,  und  also  die 
diesen  Formen  entsprechenden  MI2-Farallelejyipede  dann  und  nur  dann 
den  Baum  lücTxenlos  erfidlen,  wenn  eine  ganzzaldiye  Substitution  mit 
einer  Detertninante  dz  1  existiert,  ivelche  die  drei  Formen,  abgesehen  von 

de)-  Reihenfolge,  in  solche  von  der  speziellen  Gestalt  (16)  über  führt. 

XIV'.  Im  besonderen  ist  es  dann  immer  möglich,  zwei  von  den 
Formen  durch  ganzzahlige  Werte  der  Variabein  =  0  zu  machen, 
tvährend  die  dritte  =  1  wird.  Solches  tritt  nämlich  bei  den  oben 

gebrauchten  Bezeichnungen  für  x  =  a,  y  =  b,  z  =  c  ein,  indem  hierfür 

x=i,    r=o,    Z=0, 
und  also 

wird. 
=  1,  7^  =  0,  e  =  o (18) 

Andererseits  geht  dabei  durch  die  besagte  Substitution  stets 
mindestens  eine  der  drei  Formen  (oben  war  es  immer  zumindest  die 
Form  ̂ )  einfach  in  eine  der  drei  neuen  Variabelu  X,  Y,  Z  über; 
da  nun  jede  dieser  letzteren  sich  durch  die  früheren  Variabein  x,  y,  z 

aus  (15)  linear  homogen  mit  ganzzaldigen  Koeffizienten  ohne  einen  ge- 
meinsamen Teiler  >  1  ausdrückt,  so  erkennen  wir  weiter  als 

XIV".  eine  notivendige  Bedingung  für  das  Eintreten  des  Grenz- 
falles M  =  1  dies,  daß  wenigstens  in  einer  der  gegebenen  Formen  die 

Koeffizienten  ganzzahlig  und  ohne  gemeinsamen  Teiler  >  1  sind. 
Den    beiden    zuletzt    hervorgehobenen   Umständen    kommt    auch 

eine  einfache  geometrische  Bedeu- 

tung zu.  Wegen  des  ersteren  Um- 
standes  gibt  es  an  einem  maximalen 

i)/-Parallelepiped  mindestens  ein  Paar 

von  gegenüberliegenden  Seitenflä- 
chen, die  im  Innern  bloß  je  einen 

Gitterpuukt,  in  der  Mitte,  enthalten 

(oben  war  von  dieser  Art  die  Seiten- 
fläche 1  =  1  mit  dem  Punkte  X=l, 

r  =  0,  ̂ =0);  hieraus  folgt,  daß  die 
maximalen  Mß-Parallelepipede  sich 
im  Räume  in  durchgcJtrnde  Saiden 

Fig.  54.  ordnen,   indem  jedes  von  ihnen  mit 
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einem  Paar  gegenüberliegender  Seitenflächen  in  deren  ganzer  Aus- 
dehnung an  zwei  benachbarte  iljr/2-Parallelepipede  stößt  (Fig.  54). 

Andererseits  geht  aus  dem  zweiten  der  besagten  Umstände  hervor, 

daß  sich  die  Mß-Farallelepipede  in  Schichten  ordnen,  die  hier  insbe- 
sondere von  je  zwei  sukzessiven  der  Ebenen 

a=)z=...,  -I,  -i,  hh  ■■- 

begrenzt  werden  (Fig.  54). 

§  8.     Elliptische  Zylinder. 

Indem  wir  noch  einige  weitere  konvexe  Körper  in  Betracht  ziehen, 
werden  wir  zu  Sätzen  gelangen,  welche  später  auf  die  Theorie  der 
algebraischen  Zahlen  Anwendung  finden  sollen. 

Es  seien  wiederum  drei  lineare  Formen  dreier  Variabein  mit 

nicht  verschwindender  Determinante  A  gegeben: 

'i  ==  Xx  -\-  k'y  +  l"2, 

1]  =  fxx  -\-  ay  -\-  ii"z,  (19) 

'c,  =  vx  -r  v'y  -j-  v"z. 

Diesesmal  sollen  aber  die  Koeffizienten  von  |,  r^  bzw.  konjugiert-kom- 
plexe  Größen  sein, 

,        Q  — ia  „       q" — io" 

y2    '    "^         >/2    ' 

worin  q,  q\  q",  6,  6,  ö"  irgend  welche  reelle  Werte  sind-,  die  dritte 
Form  t  dageo-en  habe  reelle  Koeffizienten.  Die  Determinante  A  ist 
dann  eine  rein  imaginäre  Grröße,  da  sie  bei  der  Vertausch ung  von  i 
mit  —  i  bloß  das  Vorzeichen  ändert.  Jede  der  Formen  %  i]  denken 
wir  uns  in  ihren  reellen  und  imao^inären  Bestandteil  zerlegt: 

(21) 

1/2       '         '  >/2 worin 

(p  =  QX  -\-  Qy  -{-  q"z, 

ip  =  öx  +  a'y  -{-  6"z ist. 

Wir  nehmen  als  Eichkörper  den  Körper  an,  dessen  Bereich  durch 
die  Ungleichungen 

lll^i,    h^^i,    Ul^i,  (22) 
oder,  was  dasselbe  ist,  durch  die  Ungleichungen 
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(p'  +  ̂ '^2,     -l^^^l  (23) 
definiert  ist.  Verfügen  wir  über  das  Koordinatensystem  {x,  y,  z)  in 

der  Weise,  daß  das  Koordinatensystem  (9?,  i),  ̂)  sich  als  ein  gewöhn- 
liches rechtwinkliges  herausstellt,  dann  wird  jener  Eichkürper  offenbar 

ein  gerader  Kreiszylinder,  welcher  von  der  Mantelfläche 

9)2  +  ̂ 2  _  2 und  den  Grrundflächen 

begrenzt  erscheint.  (Sonst  ist  es  ein  allgemeiner  elliptischer  Zylinder.) 
Auf  diesen  Körper  wenden  wir  nun  das  Theorem  (3)  an;  danach 

gilt,  wenn  J  das  Volumen  des  Eichkörpers  in  den  Koordinaten  x,  y,  z 

bedeutet,  für  das  Volumen  3PJ  des  zugehörigen  Jf- Körpers  die  Un- 
gleichung: JfV^8; 

da  aber  das  Gleichheitszeichen  in  (3)  nur  bei  Polyedern  statthaben 
kann,  so  gilt  im  vorliegenden  Falle  notwendig  das  Ungleichheitszeichen 
und  wir  haben  also 

Nun  ist 
(24) 

^=.//y^^-^^^^=!l^:^;f|///^^^^^^^' wobei  das  letztere  dreifache  Integral  das  Volumen  des  Kreiszylinders 

(23)  in  den  9)-,  t/;-,  ̂ -Koordinaten  ausdrückt,  also  den  Wert  Ati  hat. 
Ferner  ist  nach  einem  bekannten  Satze  über  Funktionaldeterminanten 

cl(x,y,z)  d{x,y,z)       d{^,ri,t) 
d{cp,ip,0          di^,ri,S)       d{(p,ip,S) 

da  nun 

dix,  y,  z)         1 

^(1,^,?)          A' 

d{in,i)       d{t,ri) 
y2'-)/2 d(<p,ip,t)        d(cp,ip) 1       —i 

ist,  so  haben  wir: 
")/2  '  "|/2 

d(x,y^z)                i 

d{ip,ip,0   ~ 
Es  folgt  somit: 

A 

J= 

4« 

und  also  wegen  (24): M< 

n (25) 
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Der  ilf-Kcirper   ist    nun    im    vorliegenden   Falle    durch    die    Un- 
srleiehunsfen 

oder  auch 

ilhii)' 

<2, 1 
M 

<1 

£M,     Iv'l^^M,     \t\£M 

(26) 

(27) 

charakterisiert,  und  da  seine  Oberfläche  notwendig  Gitterpunkte  ent- 
hält, so  gibt  es  sonach  ganzzahlige  Werte  x,  y,  z,  die  nicht  alle  ver- 

schwinden und,  in  |,  >;,  ̂  eingesetzt,  die  Ungleichungen 

< VI T]\  < 

f- 

x\< VI 
bewirken.     Hiermit  ist  der  folgende  Satz  gewonnen: 

XV.  Sind  drei  lineare  Formen  dreier  Variabein  mit  nicht  ver- 
schwindender Determinante  A  gegeben,  wobei  eine  der  Formen  reell  ist 

und  die  beiden  übrigen  in  ihren  Koeffizienten  Tionjugiert-lwmplex  sind, 
dann  gibt  es  ganzzahlige  Werte  der  Variabein,  die  nicht  alle  ver- 

schwinden und  für  welche  jede   der  drei  Formen  dem  Betrage  nach 

<  1/       A I  wird. 

§  9.     Oktaeder. 

Es  seien,  wie  in  §  7,  drei  lineare  For- 
men I,  1],  ̂  dreier  Variabein  x,  y,  z  mit  reellen 

Koeffizienten  und  nicht  verschwindender  De- 

terminante A  gegeben.  Wir  fassen  im  ge- 
wöhnlichen rechtwinkligen  Koordinatensystem 

der  h,,  1],  ̂   das  Oktaeder  ins  Auge,  welches 
die  sechs  Punkte 

a  V,  t)  =  (:±  1,0,0),  (0,  ±  1,0),  (0,  0,  ±  1) 

zu  Eckpunkten  hat  (Fig.  55),  dessen  Bereich 

also,  wie  man  leicht  findet,  durch  die  Un- 
gleichung 

|||  +  hj|4-|r|^l 
gegeben  ist. 

Für  das  Volumen  J  dieses  Oktaeders  in 

den  X,  y,  ̂ -Koordinaten  haben  wir 

l'ig.  55. 

'^=ffß'^'''-"^'--hffJ 
rf|  di]d^ 

imd  in  der  Folge,   da  fH d^drjd^,   das  Volumen   desselben   Körpers 

in  den  |-,  rj-,  ̂ -Koordinaten,  =  8  •  ̂  ist. 
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J 
4 

(28) 

Denken  wir  uns  nun  den  besagten  Körper  zu  einem  homothetischen 

il/-Körper  dilatiert  und  wenden  auf  den  letzteren  die  Formel  (3)  au, 
so  ergibt  sich  für  M  mit  Rücksicht  auf  (28)  die  Ungleichung: 

M^y^K\.  (29) 

Das  Gleichheitszeichen  wird  hier  nie  statthaben  können,  da  der  Raum, 
wie  wir  zeigen  werden,  nicht  vollständig  von  homologen  Oktaedern 
erfüllt  werden  kann.  Zum  Beweise  dieser  letzteren  Behauptung 
brauchen  wir  den  folgenden  Hilfssatz: 

XVI.  Eine  ehetie  konvexe  Figur,  ivelche  sich  aus  einer  endlichen 

Anzahl  von  lauter  Figuren  mit  3Iittelpunl~t  zusammensetzt,  besitzt  immer 
selbst  einen  Mittelpimld. 

Für  unsere  Zwecke  genügt  es,  diesen  Satz  l»loß  für  Polygone  zu 
beweisen.  Es  sei  ein  konvexes  Polygon  gegeben,  welches  irgendwie 

vollständig  in  eine  endliche  Anzahl  von  lauter  Polygonen  mit  Mittel- 
punkt   zerfällt    (Fig.  56).      Wir    greifen    von    den    Seiten    desselben 

irgend  eine,  AB,  heraus  und 
denken  uns  dieselbe  etwa  hori- 

zontal, so  zwar,  daß  die  ganze 
Figur  unterhalb  AB  zu  liegen 
kommt.  Nun  suchen  wir  in 

jedem  einzelnen  der  Teilpoly- 
gone, aus  denen  sich  die  ganze 

Figur  zusammensetzt,  jede  exi- 
stierende horizontale  Seite  auf 

und  bringen  ihre  Länge  jedesmal 

mit  dem  Vorzeichen  -|-  oder  — 
in  Rechnung,  je  nachdem  das  betreffende  Teilpolygon  unterhalb  oder 

oberhalb  an  sie  angrenzt.  Da  die  Teilpolygone  lauter  Figuren  mit  Mittel- 
punkt sind,  erhalten  wir  dadurch  für  jedes  einzelne  und  also  auch  für 

alle  zusammen  ein  verschwindendes  Aggregat  von  Strecken.  In  diesem 
Gesamtaggregat  finden  wir  alle  diejenigen  horizontalen  Strecken, 
welche  Teilpolygone  trennen  und  im  Inneren  der  gegebenen  Figur 

verlaufen,  einerseits  mit  positiver,  andererseits  mit  negativer  Gesamt- 
länge vertreten,  sodann  die  Strecke  AB  ihrer  ganzen  Länge  nach 

positiv  gerechnet,  und  müssen  daher  endlich,  weil  eine  konvexe  Figur 

nicht  mehr  als  zwei  horizontale  Strecken  auf  der  Begrenzung  dar- 
bieten kann,  notwendig  die  tiefstgelegenen  Punkte  des  gegebenen  Poly- 

gons sich  zu  einer  horizontalen  Seite  B'A'  desselben  von  gleicher  Länge 
wie  AB  vereinigen.  Hiermit  ist  zunächst  erwiesen,  daß  die  l^egrenzuug 
des  Polygons  aus  Paaren  von  parallelen  Seiten  gleicher  Länge  besteht. 

Fig.  56. 
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Ein  Polygon  von  diesem  besonderen  Charakter  hat  aber  notwendig  einen 

Mittelpunkt,  und  zwar  ist  dies  im  vorliegenden  Falle  der  Schnitt- 

punkt 0  der  Geraden  AA',  BB]  denn  dieser  letztere  halbiert  jede 
durch  ihn  gelegte  Sehne  des  Polygons,  was  man  leicht  einsieht,  wenn 

man  die  Begrenzung  des  Polygons  von  BA  bzw.  B'A'  aus  in  gleichem ümlaufssinne  fortsetzt. 

Der  Satz  XYI  läßt  sich  auch  auf  den  Kaum  übertragen,  wo  er, 
wie  folgt,  lautet: 

XVr.  Wenn  ein  honvexer  Körper  sich  ans  einer  endlichen  Anzahl 
von  lauter  Körpern  mit  MitfelpimM  zusammensetzt,  so  hat  er  stets 
seihst  einen  Mittelpunld. 

Ist  dabei  der  Körper  ein  Polyeder,  so  kann  man  durch  eine  der 
obigen  analoge  Betrachtung  zeigen,  daß  dieses  Polyeder  von  Paaren 

paralleler  Seitenflächen  gleichen  FlächeninJialts  begi-enzt  sein  muß;  der 
Nachweis  aber,  daß  ein  Polyeder  von  dieser  letzteren  Eigenschaft 

notwendig  einen  Mittelpunkt  hat,  gestaltet  sich  schwierig  und  er- 
fordert ein  tieferes  Eindringen  in  die  Theorie  der  konvexen  Körper 

(vgl.  Göttinger  Nachrichten,  Math.-phys.  Kl.  1897,  pag.  216). 
Kehren  wir  nun  zum  vorliegenden  Falle  des  Oktaeders  zurück. 

Angenommen,  es  läge  ein  Ji- Oktaeder  vom  Maximalvolumen  8  vor; 
dann  sollte  jede  Seitenfläche  desselben  wenigstens  einen  Gitterpunkt 
im  Inneren  enthalten  und  genau  aus  ihren  Deckungen  in  bezug  auf 
die  sämtlichen  in  ihr  befindlichen  Gitterpunkte  bestehen.  Da  nun 

die  Deckung  einer  konvexen  Figur  notwendig  eine  konvexe  Figur  mit 

Mittelpunkt  ist,  so  zerfiele  hiernach  jede  Seitenfläche  unseres  maxi- 
malen iüf- Oktaeders,  wie  überhaupt  eines  jeden  maximalen  il/- Poly- 

eders, in  eine  endliche  Anzahl  konvexer  Figniren  mit  Mittelpunkt,  müßte 
also  nach  dem  soeben  für  Polygone  bewiesenen  Hilfssatze  XVI  stets 

selbst  einen  Mittelpunkt  haben.  Letzteres  trifl't  aber  bei  Oktaedern 
nicht  zu;  hiermit  ist  die  Unmöglichkeit  eines  Jf- Oktaeders  vom 
Volumen  8  und  also  der  lückenlosen  Erfüllung  des  Raumes  durch 
homologe  Oktaeder  dargetan  und  es  gilt  daher  in  (29)  notwendig 
das  Ungleichheitszeichen: 

Aus  dieser  Uno-leichuns;  folgern  wir  durch  eine  schon  wiederholt  ange- 
wandte  Überlegung;  den  Satz: 

XVII.  Sind  I,  •>?,  t  drei  lineare  reelle  Formen  dreier  Variahein  mit 
niclit  verschivindcnder  Determinante  A,  so  giht  es  stets  ganzzahlige  Werte 
der  Variahein,  die  nicht  sämtlich  verschwinden  und  für  welche 

wird. 
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Wegen 

Kl^  ̂   m  +  'v\  +  \t,  (30) 
folgt  aus  diesem  Satze  weiter  insbesondere  der  nachstehende: 

XVir.  Es  gibt  immer  ganzzahlige  Werte  der  Variahehl,  die  nicht 
sämtlich  verschivinden  und  für  icelche 

ivird.  Dieser  letztere  Satz  wird  in  der  Theorie  des  kubischen  Zahl- 

körpers eine  wichtige  Anwendung  finden. 
Was  die  zwischen  dem  arithmetischen  und  dem  geometrischen 

Mittel  dreier  nicht  negativer  Größen  bestehende  Ungleichung  (30) 
betrifft,  so  bieten  sich  dafür  hier  folgende  Beweise  dar. 

Erstens:  Wir  betrachten  den  Ausdruck 

ta'+h'+cy  ̂   (31) 
worin  x  einen  variablen  Parameter  und  a,  h,  c  irgend  welche  nicht 
negative  Konstanten  bedeuten,  welch  letztere  wir  zunächst  als  nicht 
sämtlich  einander  gleich  voraussetzen  wollen.  Für  t  =  1  geht  dieser 
Ausdruck  in  das  arithmetische  Mittel  der  drei  Größen  a,h,  c  über; 

dagegen  haben  wir  für  t  =  0 : 
i_  1 

(a^j^h^J^c^y      ,.       /  e^iog^-^e^iogi-^  erlöge  xV 

1  log  (a  6  c) 

=  lim  (l  +  Y  log  (a&c)j   =e  =yal)C. 

Es  läßt  sich  zeigen  (vgl.  Geom.  d.  Zahl.  p.  118),  daß  der  Ausdruck  (31) 
stets  gleichzeitig  mit  r  wächst  und  abnimmt,  und  so  folgt  hieraus: 

>ya6c. 
3 

Ist  aber  a  =  h  =  c,  so  haben  wir  unmittelbar: 

a-\-b  -]-c        3/^— 
o 

Ein  anderer  Beweis  ergibt  sich  bei  sämtlich  positiven  a,  b,  c  aus 
der  Betrachtung  der  Fläche 

^7]t  =  ahc 
im  positiven  |-,  i/-,  ̂ -Oktanten.  Diese  Fläche  ist  überall  konvex  und 
wendet  ihre  konvexe  Seite  beständig  dem  Nullpunkte  zu;  sie  hat  die 
drei  Koordinatenebenen  zu  asymptotischen  Tangentialebenen.  Wir  denken 



§  10.   Doppelkegel.  81 

uns  an  diese  Fläche  im  Punkte  {Yahc,  Vahc,  i/abc)  die  Tangential- 
ebene gelegt;  dieselbe  hat  die  Gleichung: 

i{^-\-Vi-t)=f'^.  (32) 
Ein    beliebiger   Punkt  der  Fläche    liegt  dann,  wofern  er   nicht  p-erade 
mit    dem    Berührungspunkte   selbst    zusammenfallt,    immer    auf  jener 
Seite  der  Tangentialebene  (32),  auf  welcher  sich  der  Nullpunkt  nicht 
befindet;   dies   gilt  insbesondere  auch  für  den  Punkt  (a,  h,  c)   und  für 
diesen  folgt  daher  aus  (32)  die  Ungleichung: 

a-\-h  4-  c  -^   3/ — ^ —  , 
^„^     ̂   yahc,      q.  d.  e. 

§  10.    Doppelkegel. 

Es  seien,  wie  in  §  8,  |,  ?^  zwei  konjugiert -komplexe  und  t,  eine 
reelle  lineare  Form  der  drei  Variabein  x,  ij,  s,  wobei  die  Determinante 
A  der  Koeffizienten  der  drei  Formen  nicht  verschwinden  soll;  ferner 
sei  wiederum 

worin  gp,  ̂   reell  sind.    Wir  fassen  die  Gesamtheit  jener  reellen  Werte- 

systeme (ä',  y,  s)  ins  Auge,  für  welche 

oder,  was  dasselbe  ist. 

y2(^HV)!  +  iei^i 
wird.  Der  Bereich  der  Wertesysteme  (9),  ̂ ,  ̂),  welche  der  letzteren 
Ungleichung  genügen,  bildet,  auf  ein  gewöhnUches  rechtwinkliges 

Koordinatensystem  {cp,  jp,  ̂ )  bezogen,  einen  Doppel-Kreiskegel,  dessen 
Spitzen  auf  der  ̂ - Achse  in  Abständen  1  vom  Nullpunkte  liegen  und 
dessen  Basis  von  dem  in  der  g?-^'- Ebene  gelegenen  Kreise 

gebildet  wird.  Das  Volumen  dieses  Körpers  in  den  ̂ -,  1^-,  ̂ -Koordinaten 
beträgt  n/3,  also  das  Volumen  in  den  x-,  y-,  ̂ -Koordinaten 

J=^JJJdcpdH;in 

3  A 

Mithin  gilt  für  den  zugehörigen  Jf- Körper  nach  (3)  die  Ungleichung: 
3 

ijf^2-|75Ä:, 
und  zwar  kann  hier,   da   der  Körper   kein  Polyeder  ist,   nur  das  Un- 
gleichheitszeichen  statthaben.     Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

Minkowski,  diopbant.  Approximationen.  6 



82  III-    Zahlengitter  iu  drei  Dimensionen. 

XVIII.  Zu  zwei  Tionjugicrt-lcomplexen  teniären  linearen  Formen 
i,  ri  und  einer  dritten  reellen  Form  ̂ ,  icohei  die  Determinante  A  der  drei 

Formen  nicht  verschivindet ,  lassen  sich  immer  ganzzahlige,  nicht  ins- 
gesamt verschivindende  Werte  der  Variahdn  angeben,  für  ivelche 

111+    7^+    t   <'2flAl 
ivird. 

Gehen  wir  wiederum  vom  arithmetischen  zum  geometrischen 
Mittel  über,    so  ist  hiermit 

XVlir.  unter  den  gegebenen  Voraussetzungen  auch  die  Existenz  von 
ganzzahligen  Werten  x,  \j,  z  nachgewiesen,  die  nicht  sämtlich  verschwinden 
und  für  welche 

wird. 

§  11.    Dichteste  Lagerung  kongruenter  homologer  Körper. 

Während  das  Volumen  M^J  eines  J/-Parallelepipeds  die  obere 
Grenze  8  unter  Umständen  wirklich  erreicht,  gilt  für  die  drei  weiteren 
von  uns  behandelten  Körper,  und  zwar  für  den  Zylinder,  das  Oktaeder 
und  den  Doppelkegel,  in  der  Ungleichung  (3)  notwendig  nur  das 
Ungleichheitszeichen.  Wenn  es  nun  für  jeden  einzelnen  dieser  drei 

Körper  bei  beliebig  variierenden  Koeffizienten  X,  X',  •  ■  ■,  v"  in  den 
Formen  ̂ ,  rj,  ̂   einen  Maximalwert  von  31^  J  gibt,  —  was  wir  in  der 
Tat  zeigen  werden,  —  so  muß  derselbe  jedesmal  unterhalb  ^!  liegen. 
Die  Methoden  zur  Bestimmung  dieses  Maximalwertes  wollen  wir  jetzt 

allgemein  in  Angi-iff  nehmen.  Dabei  können  wir,  anstatt  das  Zahlen- 
gitter in  x,y,z  festzuhalten  und  das  Koordinatensystem  der  t,  »/,  ̂  

resp.  der  (p,  tfj,  t,  und  mit  diesem  zugleich  den  darin  gegebenen  31- 

Körper  gemäß  den  Änderungen  von  X,  X',  •  •  ,  v"  zu  variieren,  hier  mit 
mehr  Vorteil  (vgl.  Kap.  II,  §  14)  umgekehrt  das  |-,  tj-,  t-  resp.  (f-,  t-,  ̂  
System  und  darin  den  il/- Körper  festhalten,  hingegen  das  Gitter  in 
X,  y,  z  entsprechend  variieren.  Dieses  letztere  Gitter  wird  dann  also 
derart  zu  bestimmen  sein,  daß  3PJ  dafür  ein  Maximum  wird;  da  aber 

iv/v= f^"  rn\ndy]di  bzw.  =  ̂   c f i'dffdi^dt 
ist,  wobei  das  Integral  über  den  betreffenden  Eichkörper  zu  erstrecken 

ist,  und  da  ferner  das  Volumen  des  Eichkörpers  in  den  |-,  ?/-,  ̂ -  bzw. 
in  den  9>-,i^'-,^- Koordinaten  während  der  Variationen,  die  wir  vornehmen 
wollen,   konstant  bleibt,   so  fragt   es   sich   hiernach   lediglich   um  das 
Maximum  von  hrr  • 

A 
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Denken  wir  uns  nun  in  den  Gleichungen  (6)  bzw.  (19)  alle  Größen 

X,  X',  •■•,v"  mit  einer  willkürlichen  positiven  Konstante  x  multipliziert. 
Dies  wird  geometrisch  unter  Festhalten  der  |-,  ?;-,  ̂ -Koordinaten  auf 
eine  Dilatation  des  a;-,  y-,  ̂^- Gitters  im  Verhältnis  t:1  hinauslaufen. 
Der  in  dem  so  gewonnenen  neuen  Gitter  zum  gegebenen  Eichkörper 

gehörige  Jf- Körper  wird  daher  aus  dem  Jf- Körper  des  ursprünglichen 
Gitters  ebenfalls  durch  eine  Dilatation  im  Verhältnis  x  :  1  hervor- 

gehen und  daher  zum  Parameter  nicht  mehr  den  früheren  Wert  M, 

sondern  il/*=  tJ/  haben.  Andererseits  geht  dabei  gleichzeitig  A  in 
A*=  T^A  über,  so  daß 

rA*T  ~  TÄ7 

3/» 

wird,   also  der  Ausdruck   ^-r- ,  auf  den  es  uns  allein  ankommt,   dabei 
seinen  Wert  nicht  ändert.  Mit  Rücksicht  darauf  nehmen  wir  speziell 

X  =  '\-IM,    also  il/*=  1    an    und    unsere   Aufgabe    läuft    dann    darauf 
hinaus,  die  Bedingungen  und  den  Wert  des  Maximums  von    a  * , ,  oder 

des  Minimums  von  |A*  ,  zu  suchen.  Wenn  wir  noch  der  Einfachheit 

halber  für  die  Größen  tA,  tA',  ■  •  •,  xv",  A*  wieder  bzw.  die  Bezeich- 
nungen A,  A',  •  ■  •,  v'\  A  einführen  und  beachten,  daß  |A  mit  dem 

in  den  |-,  ?;-,  t,-  bzw.  ̂ -,  i^--,  ̂ -Koordinaten  berechneten  Volumen  des 
Parallelepipeds 

(}^x<l,     0£y<l,     0^.s<l  (33) 
identisch  ist: 

Jfjdld^dl  bzw.   fffdcpdxl)d^='A\fJ'fdxdgd2=\A\, 
so  können  wir  nunmehr  unsere  Aufgabe  folgendermaßen  aussprechen, 
wobei  wir  uns  für  das  Parallelepiped  (33)  hier,  wie  in  der  Folge,  der 

Bezeichnung  Grimdparallelepiped,  seil,  in  den  Koordinaten  x,  y,  z,  be- 
dienen AvoUen: 

In  einem  festen  Koordinatensystem  der  ̂ ,  rj,  t,  bzw.  q),  xp,  t,  mit  dem 
Nidlpunkte  0  ist  ein  J^onvexer  Körper  K  mit  MittelpiinM  in  0  gegeben; 
es  soll  ein  Zahlengitter  in  x,  y,  z  mit  dem  XidlpimJcte  0  gefunden 
werden,  tvelches  außer  0  keinen  weiteren  GitterpunJct  in  das  Innere 
von  K  schiclit  und  dabei  ein  Grundparallelepiped  von  möglichst  Meinem 
Volumen  hat,  also,  hirz  ausgedrücJct,  möglichst  dicht  ist. 

An  diese  Formulierung  unserer  Aufgabe  (vgl.  auch  Kap.  II,  §  14) 
werden  wir  bei  der  Lösung  derselben  anzuknüpfen  haben. 

Wenn  wir  uns  den  um  den  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  gegebenen 

3/- Körper  im  Verhältnis  1  :  -\-  zusammengezogen  und  dann  von  da 
aus  parallel  mit  sich  selbst  zu  jedem  Gitterpunkt  als  Mittelpunkt  ver- 

schoben denken,  so  können  wir  dementsprechend  unsere  Aufgabe  auch 
noch  in  der  folgenden  Variante  aussprechen: 

6* 
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Unendlich  viele  gegebene  Ivngniente  konvexe  Körper  mit  Mittelpunlä 
sollen  im  Bannie  jjaralld  orientiert  und  derart  angeordnet  sein,  daß 

keine  zwei  dieser  Körper  ineinander  eindringen ,  nährend  die  Mittel- 
punkte der  Körper  ein  dreidimensionales  Punktgitter  bilden;  ivie  ist  die 

Anordnung  dieser  Körper  einzurichten,  damit  der  von  denselben  nicht 
erfüllte  Raum  möglichst  klein  ausfällt? 

Es  wird  also,  kurz  ausgedrückt,  nach  der  dichtesten  gitter förmigen 

Lagerung  homologer  kongruenter  konvexer  Körper  mit  3Iittel}yunkt  ge- 
fragt; dabei  sind  unter  homolog  (.seil,  in  bezug  auf  ein  Zuhlengitter) 

allgemein  solche  Gebilde  zu  verstehen,  die  durch  Translationen  um 

ganzzahlige  Werte  der  Gitterkoordinateu  auseinander  hervorgehen. 

Es  leuchtet  vor  allem  ein,  daß  bei  einer  solchen  dichtesten  Lage- 
rung der  Körper  jeder  derselben  an  gewisse  andere  anstoßen,  also  den 

Charakter  eines  J//2-K<)rpers  (einer  „Stufe")  haben  wird.  Wir  wer- 
den nun  zeigen,  daß  jeder  der  Körper  dabei  i)i  einer  ganz  bestimmten 

Weise  an  eine  gewisse  Folge  der  übrigen  Körper  anstoßen  muß.  Zu 

diesem  Zwecke  werden  wir  aber  vorerst  unserer  Aufgabe  eine  ana- 
lytische Formulierung  geben  müssen  und  hierzu  ist  vor  allem  eine 

analytische  Definition  des  konvexen  Körpers  erforderlich.  Der  Ableitung 
dieser  letzteren  wollen  wir  uns  jetzt  zuwenden. 

§12.    Analytischer  Charakter  der  konvexen  Körper. 

der 
?    »)    >■ 

Wir  denken  uns  im  Räume  ein  festes  Parallel-Koordinatensystem 

und   es    sei   darin   ein  beliebiger   konvexer    Körper  K  ge- 

geben, der  keinen  Mittel- 
"""^^  punkt   zu   haben  braucht, 

aber  den  Nullpunkt  0  des 
Koordinatensystems  im 

Inneren  enthalte.  Wir  de- 
finieren eine  Funktion 

(p  (I,  »/,  ̂ )  in  folgender W^eise:  Für  die  Punkte  der 
Begrenzung  von  K  soll 

'f^i-^iSz) 

cpil  >i,  t)  =  1       (34) 
sein ;  bedeutet  dagegen 

P  =  (§,  y],  t)  einen  Punkt 
in  dem  außerhalb  oder 
innerhalb  der  Begrenzung 

von  Ä'  befindlichen  Räume, 
so  können  wir  uns  K  zu  einem  dazu  bezüglich  0  homothetischen 
Körper  derart  dilatiert  denken,  daß  die  Begrenzung  des  neuenstandenen 

Fig.  57. 
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Körpers  durch  P  geht  (Fig.  57),  und  ist  ̂  :  1  das  hierzu  erforderliche 

Dilatationsverhältnis   (^  1),  so  setzen  wir  für  die  Koordinaten  von  P: 

(filv,t)  =  t-  (35) 
für  den  Nullpunkt  nehmen  wir  so  insbesondere 

(p  (0,  0,  0)  =  0  (36) 
an. 

Es  gilt  alsdann  für  nicht  negatives  t  und  beliebige  |,  ̂,  S  stets 
die  Beziehung: 

q>{n,trj,tt)  =  tq^{^,ri,ty,  (37) 

die  Funktion  (p(^,rj,t)  ist  danach  in  ihren  Variabein  homogen  von 
erster  Ordnung. 

Den  Wert  q){t,  r^,  ̂ )  av ollen  wir  als  die  Strahldistanz  des  Punktes 

(I,  iq,  ̂ )  vom  Nullpunkte  und  K  als  den  Eichkörper  dieser  Strahl- 
distanzen bezeichnen;  der  Bereich  des  Eichkörpers  ist  durch  die  Un- 

gleichung 
Cfyt,r^,i)^l  (38) 

definiert. 

Die  Voraussetzung,  daß  der  Eichkörper  ein  konve?{er  Körper  sei, 
zieht  eine  weitere  Eigentümlichkeit  der  Funktion  (p{t,ri,^  nach  sich. 
Es   seien  > 

zwei  beliebige  vom  Nullpunkte  0  verschiedene  Punkte  mit  den  Strahl- 
distanzen ^1  bzw.  #2  von  0  (Fig.  57).  Wir  denken  uns  die  Schnittpunkte 

der  von  0  nach  P^  bzw.  Pg  gehenden  Strahlen  mit  der  Oberfläche 
des  Eichkörpers,  und  zwar 

als  Massenpunkte,  mit  den  Massen  t^  bzw.  t.2  behaftet;  das  System 
dieser  zwei  Massenpunkte  hat  dann  den  Punkt 

zum  Schwerpunkt  und  da  dieser  letztere  jedenfalls  in  der  Strecke 
Qi  Q2  liegt,  diese  Strecke  aber,  sobald  der  Eichkörper  konvex  ist,  stets 
vollständig  dem  Bereiche  desselben  angehört,  so  folgt  gemäß  (38): 

oder  wegen  (37): 

fp  (^1+  ̂ 2^  >/!+  %>  Si+  ̂ 2)  ̂ ^i+hy 

und  sonach,  der  Bedeutung  von  t^,  t^  zufolge, 
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Diese  Beziehung  (39)  muß  also  für  beliebiore  ̂ ^'erte  ̂ j,  j^j,  ̂^,  ̂g,  '/g?  &2 
bestehen,  damit  der  Körper  (38)  konvex  sei  und  umgekehrt:  besteht 

diese  Beziehung  für  beliebige  5j,  ?/i,  ̂j,  ̂g?  ̂̂ 2?  ̂2'  ̂'^  i^^'  ̂ ^'i^  ̂ ^^^^  leicht 
rückschließend  erkennt,  der  Körper  (3H)  tatsächlich  konvex. 

Die  Funidionalungleichung  (39)  ist  somit  für  die  Iwnvexen  Körper 
charaJxteristisch.  Jede  Funktion  9)  (|,  t;,  ̂J,  ireMie  stets,  außer  für  die 

Argumente  0,  0,  0,  positiv  ist,  die  Gleiehung  (37)  für  alle  Werte  t^O  er- 

füllt und  dabei  der  Funl'tionalungleichung  (39)  Genüge  leistet,  definiert, 
^  1  gesetzt,  einen  Tconvexeti  Körper,  und  swar  einen  solchen,  der  den 
NuUjnmli  als  inneren  Punkt  enthält. 

Sind  P,  Q  zwei  beliebige  Punkte  im  Koordinatenraume  und  J\ 
derjenige  Punkt,  für  den  der  Vektor  01}  gleich  dem  Vektor  PQ  ist, 
so  definieren  wir  die  Strahldistanz  PQ  (von  P  nach  Q)  als  mit  der 
Strahldistanz  OB  (von  0  nach  B)  identisch.  Dies  vorausgeschickt, 
stellt  sich  die  Funktionalungleichimg  (39)  als  eine  Forderung  heraus, 
daß  die  Summe  der  Längen  zweier  Seiten  im  Dreieck  nie  kleiner  sei, 
als  die  Länge  der  dritten  Seite,  wenn  wir  dabei  statt  gewöhnlicher 

Längen  die  hier  definierten  Strahldistanzen  in  Betracht  ziehen.  Denn 

wird  eben  P=(|i,?ji,^J,  B  =  (^^^V-ajQ  und  in  der  Folge  Q  = 

(I1+  I2'  Vi'^  %}  ̂ 1+  ̂ 2)  angenommen,  dann  bedeutet  die  Ungleichung 
(39)  für  die  Strahldlstanzen  OP,  PQ  =  OB,  OQ  im  Dreieck  OPQ 
folgendes : 

OQ<OP-j-  PQ. 

Soll  noch  ein  konvexer  Körper  (38)  einen  Mittelpunkt  im  Null- 
punkt haben,  so  muß  zu  den  zwei  Bedingungsgleichungen  (37),  (39) 

für  die  Funktion  (p  (^,  rj,  ̂)  offenbar  überdies 

cp{-^,-n,-i)^cp{i,n,i)  (40) 

als  dritte  Bedingungsgleichung  hinzukommen;  und  es  gilt  auch  die 
ümkehrung  hiervon.  Im  übrigen  läßt  sich  diese  dritte  Gleichung  mit 
jener  (37)  zu  einer  einzigen  folgenden  vereinigen: 

(fiti,,  ty.,tl)  =    t   cp{l,i],^), 

welche  für  beliel)ige  reelle  t,  ̂,  ̂;,  ̂   zu  gelten  hat. 
Es  ist  noch  zu  bemerken,  daß  wenn  mit  dem  Koordinatensystem 

der  1, 7j,  ̂  ein  Zahlengitter  in  x,  y,  z  durch  Transformationsgleichungen 
(6)  verbunden  ist  und  durch  diese  letzteren  die  Funktion  cp(t,,ri,^) 
etwa  in  die  Funktion  F(x,y,z)  übergeht,  dann  die  für  die  Funktion 

(p(i,,  1],  ̂ )  eigentümlichen  Beziehungen  (37),  (39),  (40),  welche  zu- 
sammengenommen den  Körper  (38)  als  konvexen  Körper  mit  Mittel- 

punkt charakterisieren,  durch  die  genannten  Transformationsgleichungen 
wiederum  in  ganz  analoge  Beziehungen  für  die  Funktion  F(x,y,z) 
übergehen,  so  daß  hernach  die  Ungleichung 
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denselben  konvexen  Körper  mit  Mittelpunkt  in  demselben  analytischen 
Sinne  darstellt,  wie  die  Ungleichung  (38). 

§  13.   Relative  Dichte  zweier  Cxitter. 

Für  die  Behandlung  der  in  §  11  gestellten  Aufgabe  werden  wir 

ferner  Hilfsbetraehtungen  über  lineare  Substitutionen  mit  ganzzahligen 
Koeffizienten  brauchen,  die  wir  an  dieser  Stelle,  und  zwar  ebenfalls 
in  geometrischem  Gewände,  ausführen  wollen. 

Wir  denken  uns  ein  Zahlengitter  in  x,y,  z  gegeben  und  greifen 
aus  demselben  irgend  drei  Gitterpunkte  heraus, 

^  =  {ih^  flv  ̂ *i) ;     -ß  =  {ih^  ü-2,  »•-2) ,     C  =  (pg,  §3,  r.^) ,  (41 ) 
die  vom   Nullpunkte  0   verschieden    seien    und  mit  demselben  nicht 
sämtlich  in  einer  Ebene  lieffen  sollen.     Es  ist  dann 

D 
Pi, Ih, 

(1-2, 

+  0. 

(42) 

1>        '27        '3 

Wir  bauen  unter  Zugrundelegung  des  Tetraeders  OÄBC  als  Funda- 
mentaltetraeders  ein  neues  Koordinatensystem  der  X,  Y,  Z  auf,  welches 

mit  dem  gegebenen  der  x,  y,  z  durch  die  Transformationsgleichungen 

X  =  iß^X  ̂ r  Ih^  ̂   PzZ , 

y  =  q^X  +  q^_Y+  q^Z,  (43) 

z  =  i\X  +  r,Y  ̂ r^Z 

zusammenhängt;  d.  h.  zu  jedem  Punkte  S  =  {x,y,z)  bestimmen  wir 
X,  Y,  Z  so,  daß  der  Vektor  OS  sich  mit  den  Vektoren  OA,  OB, 
00  durch  die  Relation 

0S=  X-  OAi-  r   0B  +  Z-  OC 

verbunden  erweist.  Aus  den  Gleichungen  (43)  drücken  sich  dann 
X,  Y,  Z  durch  x,y,  z  in  Formen 

X  =  P^x+  Q,y  +  R,z, 

Y=P,xi-Q,y  +  R,z,  (44) 

Z^P.x^  Q,y  +  ll,z 
aus,  wobei 

ist. P^i        T3  7        ̂^3 

1 
D 

(45) 
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Jeder  Gitterpiinkt  in  X,  Y,  Z  wird  nuu  zugleich  ein  Gitterpunkt 
in  .c,  y,  z  sein;  soll  auch  umgekehrt  jeder  Gitterpuukt  in  x,  y,  z  ganze 

Zahlen  zu  X-,  1-,  Z- Koordinaten  erhalten,  so  müssen  insbesondere 
auch  die  drei  Punkte 

(^,1/,^)  =  (1,0,0),     (0,1,0),     (0,0,1) 

ganzzahlige  X-,  l"-,  Z- Koordinaten  aufweisen,  und  da  diese  letzteren 
Koordinaten  mit  den  Koeffizienten  P^,  Q^,  ■■  ■,  H^  in  den  Trausforma- 
tionsgleichungen  (44)  bzw.  identisch  sind,  so  muß  hiemach  auch  die 
Determinante  (45)  eine  ganze  Zahl  sein;  letzteres  ist  aber,  da  D  selbst 

eine  ganze  Zahl  4=  0  ist,  nur  so  möglich,  daß 
D  =  ±l 

ist.  Hat  umgekehrt  diese  letztere  Bedingung  statt,  dann  ergibt  sich 

auch  aus  (43)  für  jedes  ganzzahlige  Wertesystera  (x,  y,  z)  ein  ganz- 
zahliges Wertesystem  {X,  Y,  Z)  und  sind  dann  also  die  Gitter  in 

X,  y,  z  und  X,  Y,  Z  wirklich  miteinander  identisch.  In  diesem  Falle 

kann  also  das  Grundparallelepiped  6r  in   X,  1^,  Z,  definiert  durch 
0  ̂   X  <  1 ,     0  ̂   r  <  1 ,     0<Z<1,  (46) 

zur  Konstruktion  des  Zahlengitters  in  x,  y,  z  ebensogut  dienen,  wie 
das  Grundparallelepiped  in  x,  y,  z 

0^a;<l,     0^f/<l,     0^^<1,  (47) 

und  daher  werde  es  ebenfalls  als  ein  Grt(ndparaUele2^i2)ed  für  das 
Zahlengitter  in  x,  y,  z  bezeichnet,  während  jenes  (47)  speziell  das 
Grundparallelepiped  in  x,  y,  z  heiße. 

Es  möge  jetzt  D  einen  beliebigen  (seil,  ganzzahligen,  von  Null 

verschiedenen)  Wert  =t=  i  1  haben.  In  diesem  Falle  werden  wir  zu- 
nächst beweisen,  daß  \D\  mit  der  Anzahl  derjenigen  Giiterpunkte 

{x,  y,  z)  zusammenfällt,  welche  dem  Grundparallelepiped  G  der  X,  Y,  Z 

angehören.  (Im  Falle  D  =  ±  1  ist  ja  diese  Tatsache  evident  und 

trivial.)  In  der  Tat:  Zunächst  ist  \D\  mit  dem  in  den  x-,  2/-,  ̂ -Koordi- 
naten berechneten  Volumen  des  letztgenannten  Parallelepipeds  G 

identisch,  denn  für  dieses  Volumen  ergibt  sich: 

j'j'Jdx<hj<U  =  I  ;j^f  f;;^,    .JJJdXdYäZ  =  \D\. Nun  denken  wir  uns  im  Gitter  der  x,  y,  z,  welches  als  ein  ge- 
wöhnliches rechtwinkliges  angenommen  werde,  um  den  Nullpunkt  0 

als  Mittelpunkt  einen  großen  Würfel  mit  den  Ecken  (+^7  ±^7  ±^) 
beschrieben,  wobei  Q  eine  ganze  Zahl  bedeute,  über  die  noch  verfügt 

werden  soll;  dann  enthält  dieser  Würfel  (2Q  -f  1)^  Gitterpunkte  {x,  y,  z) 
und  hat  im  Gitter  der  x,y,z  das  Volumen  8Q^  Wir  betrachten 
weiter  die  in  diesem  Würfel   gelegenen   Gitterpuukte  in  X,  Y,  Z  und 
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denken  uns  einem  jeden  dieser  Punkte  ein  Parallelepiped  zugeordnet, 

welches  den  betreffenden  Punkt  zum  Mittelpunkte  hat  und  dem  Grund- 
parallelepiped  G  homolog  (vgl.  S.  S4)  ist. 

Es  sei  ferner  d  eine  solche  ganze  Zahl,  daß  für  alle  dem  Grund- 

parallelepiped   G  angehörenden  Punkte  {x,y,  z')  stets 

bleibt;  dann  läßt  sich  G  in  einen  Würfel  mit  Kanten  bzw.  parallel 

den  X-,  y-,  ̂ -Achsen,  der  Kantenlänge  2d  und  dem  Mittelpunkt  im 
Nullpunkte  vollständig  einschließen.  Wir  nehmen  endlich  noch  Q  >  rf 

an.  Alsdann  wird  der  Körper,  welcher  von  den  vorhin  konstruierten, 

zu  G  im  X-,  1'-,  Z^- Gitter  homologen  Parallelepipeden  gebildet  wird, 
ganz  in  dem  Würfel  mit  den  Ecken  (+ (Q  +  rf),  +  (Q  +  t^),  +  (Q  +  c/)) 
enthalten  sein  und  mindestens  ganz  den  Würfel  mit  den  Ecken 

(+(Q  —  (1),  +{^  —  d), -^iSl  —  d))  in  sich  enthalten:  somit  gilt  für  das 
Volumen  V  dieses  Körpers  die  Ungleichung: 

8  (Q  -  df  ̂   F  ̂   8  (ß  +  df.  (48) 

Dieser  Körper  vom  Volumen  V  besteht,  zufolge  der  Bedeutung 

von  7)j,  aus  genau  F/jZ)|  dem  Grundparallelepiped  G  homologen 
Bereichen.  Ist  nun  N  die  Anzahl  der  in  G,  also  im  Bereiche  (46), 

gelegenen  Gitterpunkte  (x,  y^  z),  so  enthält  danach  der  besagte  Körper 
V  .  .  . 

insgesamt  -^  N  Gitterpunkte    {x,  y,  z)  *)    und    diese    letzteren    sind 

einerseits  sämtlich  unter  den  (2Q  -\''2d-\-\y  Gitterpunkten  des  Würfels 
mit  den  Ecken  (+ (Q  +  ̂),  +  (Q  +  f?)?  +  (ß  +  f^O  enthalten,  andererseits 

begreifen  sie  alle  diejenigen  Gitterpunkte  in  sich,  welche  im  Würfel 

mit  den  Ecken  (+{Q—d),+{Q.  —  d),+{Q.  —  d)),  und  zwar  in  der  An- 

zahl (2Q  — 2rf+l)^,  vorhanden  sind.     Es  ist  daher 

(2Q-2fZ+lj^^  ̂ N^{2Q  +  2d+lf.  (49) 

Aus  (48)  und  (49)  folgt  nunmehr  durch  Division: 

^2Q  +  2d+i\3 

oder 

/2Q  — 2rf-f  i\3^  J^    .  /5 
2(Q  — rf) 

und   da   diese  Beziehung  für  ein  beliebig  großes   Q   gilt,   die   beiden 

*)  Dabei  ist  zu  beachten,  daß  von  der  Begrenzung  des  in  Rede  stehenden 
Körpers  vermöge  seiner  Definition  nur  gewisse  Partien  zum  Bereiche  des  Körpers 
zu  zählen  sind. 
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äußeren  Ausdrücke  darin  aber  sich  für  unbegrenzt  wachsendes  Q  der 
Grenze   1   nähern,  so  muß   notwendig 

\D\ 
oder 

N=\D 

sein,  was  zu  beweisen  war. 

Den  Quotienten  l/iS^=  l/\D\  wollen  wir  als  die  relative  Dichte 
des  enthaltenen  Zahlengitters  der  X,  Y,  Z  zu  dem  enthaltenden  Zahlen- 

gitter der  X,  y,  z  bezeichnen. 

0 

§  14.    Adaption  eines  Zalilengitters  in  bezog  auf  ein  enthaltenes 
Gitter. 

Wir  werden  nun  für  den  Fall,  daß  |Z)[  >  1  ist,  also  beide  Zahlen- 

gitter, das  in  x,  y,  z  und  jenes  in  X,  1",  Z,  miteinander  nicht  über- 
einstimmen, unter  allen  möglichen  Grundparallelepipeden  für  das  Gitter 

in  x,y,z  ein  spezielles  in  eindeutiger  Weise  mit  Rücksicht  auf  das 

Grundparallelepiped  G  in  X,  1',  Z  heraussuchen. 
Wir  wollen  aber  zuerst  die  analoge  Aufgabe  für  zweidimensionale 

Gitter  behandeln. 

Wir  greifen  da  in  einem  zweidimensionalen  Gitter  der  x,  y  zwei 
vom  Nullpunkte  0  verschiedene  und  mit  demselben  nicht  in  einer 
Geraden  liegende  Gitterpunkte 

heraus,  wobei   also 
Ih,    Ih 

ist  (Fig.  58).     Wir  ergänzen   das  Dreieck    0  AB  zu   einem   Parallelo- 
gramm   OAEB   mit  AB   als    Diagonale    und    nehmen    an,    daß    der 

Inhalt  des  letzteren  Pi<l-,—  ̂ liP^l 

>  1  ist;  dann  folgt  aus  einer  Über- 
legang,  welche  der  soeben  für 

den  Raum  angestellten  ganz  ana- 

log ist,  daß  das  genannte  Paralle- 
logramm außer  seinen  Eckpunk- 

ten notwendig  noch  weitere  Gitter- 
punkte enthalten  muß.  Um  nun 

daraus  ein  anderes  Parallelogramm 
abzuleiten,  welches  zu  Eckpunkten 
ebenfalls  Gitterpunkte  haben,  aber 

keine  weiteren  Gitterpunkte  ent- 
Fig.  5».  halten  soll,  fixieren  wir  zunächst 

(50) 
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auf  der  Strecke  (JA  denjenigen  von  0  verschiedenen  Gritterpunkt  A, 
welcher  am  nächsten  an  0  liegt.  (Möglicherweise  kann  auch  A  mit  A 
identisch  sein.)  Durch  fortgesetztes  Abtragen  der  Strecke  OA  von  O 
aus  auf  der  nach  beiden  Seiten  verlängerten  Geraden  OA  erhalten 

wir  weitere  Gitterpunkte  auf  der  letzteren  und  in  dieser  Weise  wer- 
den sämtliche  auf  dieser  Geraden  gelegenen  Gitterpunkte  hervorgehen: 

denn  läge  auf  der  Geraden  siviscJten  irgend  zwei  benachbarten  der  so 

erhaltenen  Gitterpunkte  irgend  ein  sonstiger  Gitterpunkt,  so  würde  sich 
aus  ihm  durch  diejenige  Translation  des  Koordinatensystems,  welche 

jene  zwei  benachbarten  Gitterpunkte  bzw.  in  0,  A  überführt,  ein  Gitter- 
punkt auf  der  Strecke  zwischen  0  und  A  ergeben,  was  der  über  A 

gemachten  Voraussetzung  widerspräche. 
Wir  suchen  nun  unter  den  außerhalb  OA  noch  in  OAEB  vor- 

handenen Gitterpunkten  einen  solchen  B*  aus,  welcher  mögliehst  nahe 
an  OA  liegt,  und  ziehen  durch  ibn  eine  Gerade  parallel  zu  OA-^  diese 
wird  dann  in  ganz  analoger  Weise,  wie  OA,  mit  äquidistanten  Gitter- 

punkten behaftet  sein,  was  wir  erkennen,  wenn  wir  das  Gitter  so 

parallel  zu  sich  verschieben,  daß  0  auf  B*  fällt.  Es  gehe  bei  dieser 
Verschiebung  A  etwa  in  E*  (in  der  Figur  nicht  gezeichnet)  über; 
ferner  sei  B  der  der  Strecke  OB  nächstliegende  unter  denjenigen 

Gitterpunkten,  welche  auf  der  Geraden  B*E*,  doch  nicht  im  Inneren 
von  OAEB  liegen  (eventuell  fällt  B  auf  OB  selbst),  und  E  sei  her- 

nach der  auf  B  in  der  Richtung  von  0  nach  A  (also  nach  dem  Paral- 
lelogi-amm  OAEB  zu)  unmittelbar  folgende  Gitterpunkt.  Sodann 
ist  OAEB  ein  Parallelogramm  von  der  hier  verlangten  Art:  dasselbe 
kann  nämlich  außer  den  Ecken,  welche  Gitterpunkte  sind,  keine  weiteren 
Gitterpunkte  enthalten,  denn  eine  gegenteilige  Annahme  würde,  wie 

leicht  zu  sehen,  den  über  A  und  B  gemachten  Voraussetzungen  wider- 
sprechen. 

Wir  denken  uns  nun  aus  den  Punkten  0,  A,  B  ein  neues  Gitter 

in  Koordinaten  ^,  t]  abgeleitet,  indem  wir  darin  für  diese  Punkte  bzw. 
die  Koordinaten  |,  t^  =  0,  0;  1,  0;  0,  1  festsetzen:  das  Zahlengitter 
in  1, 1]  stimmt  dann  mit  jenem  in  x,  y  völlig  überein,  und  sind  a^,  l\ 

bzw.  a.2,K  die  ir,  i/- Koordinaten  der  Punkte  A.  B,  dann  sind  beide 
Gitter  durch  die  Transformationsgleichungen 

miteinander  verbunden  und  es  ist  dabei 

I  ^1'     ̂'-    =  +  1 

Denken  wir  uns  andererseits  aus  den  zuerst  betrachteten  Gitterpunkten 
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0,A,1J  ein  Zahlengitter  in  X,  Y  abgeleitet,  indem  wir  darin  für 
diese  Punkte  bzw.  die  Koordinaten  X,  Y  =  0,  0;  1,  0;  0,  1  annehmen, 
so  hängt  dieses  Gitter  mit  jenem  der  t,  ri  mittels  der  Gleichungen 

i-  kx+  u-, 
}]  =  n)^  X  -f  ni^Y 

zusammen,  worin  I^,  ni^  bzw.  l^,  w^  die  |-,  i;- Koordinaten  für  ̂ bzw.  JB, 
also  jedenfalls  ganze  Zahlen  sind;  dabei  haben  wir  für  den  Punkt  A 

offenbar  /j  >  0,  m^  =  0,  ferner  für  den  Punkt  B ,  in  welchem  OB 

die  Strecke  BE  trifft,  ̂   = /2A"2  ̂   ̂  ̂ ^^  <^  1?  ̂ ^=1>  '^^^  hieraus 
erhellt  Aveiter  noch:  0  ̂   /g  <^  "'2-  ̂ ^^  Zusammenhang  zwischen  den 
Variabein  x,  y  einerseits  und  X,  Y  andererseits  wird  nun  durch  die 
Gleichungen 

x=i\X  +  p.^Y, 

y  =  'hX  +  q^Y 

vermittelt  und  so  haben  Avir  mit  Rücksicht  auf  (51),  (52): 

Pi,    P2 

Ql,       ?2 
(53) 

0  <  /i ,     0£l,<  >;?2  (54) 

wobei 

ist. 

Den  hier  beschriebenen  Prozeß  zur  Bestimmung  eines  Grund- 
parallelogramms OAEB  für  das  Gitter  in  x,y  aus  dem  Grundparallelo- 

gramm OAEB  eines  im  erstgenannten  enthaltenen  Gitters  der  X,  Y 
wollen  wir  als  die  Adaption  des  ersteren  Gitters  in  bezug  auf  das 

darin  enthaltene  Gitter  mit  OAEB  als  Grundparallelogramm  be- 
zeichnen. Das  Ergebnis  dieses  Prozesses  läßt  sich  auch,  des  geometri- 

schen Gewandes  entkleidet,  in  dem  folgenden  Satze  aussprechen: 

XIX.  Jede  ganzzahlige  binäre  lineare  SuhsUtution  mit  nicht  ver- 
schwindender Determinante  läßt  sich  ans  zwei  ebensolchen  Substitutionen 

zusammensetzen,  deren  erstere  eine  Determinante  +  1  hat  und  deren 
letztere  in  der  Hauptdiagonale  lauter  positive  Koeffizienten,  unterhalb 

derselben  die  Null,  oberhalb  eine  nicht  negative  Zahl  aufn-eist,  ivobei 
die  letztgenannte  Meiner  ist  als  die  darunter  stehende  Zahl  der  Haupt- 
diagonale. 

Eine  ganz  analoge  Überlegung  läßt  sich  nun  auch  für  drei- 
dimensionale Gitter  durchführen. 

Wir  fassen,  zu  den  in  §  13  eingeführten  Bezeichnungen  zurück- 
kehrend, in  dem  durch  (46)  definierten  Grundparallelepiped  (r  mit 

OA,  OB,  OC  als  Kanten  die  Seitenebene  OAB  ins  Auge,  bestimmen 
in  dieser  Ebene  die  Gitterpunkte  A,  B  und  das  Parallelogramm  OAEB 
genau  nach  der  soeben  für  den  Fall   eines  zweidimensionalen  Gitters 
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auseinandergesetzten  Methode,  stellen  sodann  in  der  genannten  Ebene 
unter  Zugrundelegung  von  OAEB  als  Grundparallelogramm  ein  Gitter 
mit  den  Koordinaten  |,  ?;  her,  welches  genau  aus  allen  der  besagten 
Ebene  angehörigen  Gitterpunkten  (x,  y,  £)  bestehen  wird,  und  teilen 
dasselbe  nach  einem  Netz  von  solchen  Parallelogrammen  ab,  die  dem 

Parallelogramm  OAEB  homolog  sind  (Fig.  59);  dabei  rechnen  wir  das 
Parallelogramm  OAEB,  gemäß  den  Ungleichungen  0^|<1,  0^jj<l, 
mit  Ausschluß  der  ganzen  Seiten  AE,  BE  und  entsprechend  auch 
jedes  homologe  Parallelogramm.  Nun  suchen  wir  im  betrachteten 
Parallelepiped,  jetzt  unter  z 
Einschluß  der  nach  (46^ 
bisher  ausgenommenen 

Grenzen,  einen  Gitter- 
punkt in  X,  y,  z,  etwa 

r*,  auf,  Aveleher  außer- 
halb der  Ebene  OJ-i?und 

dabei  möglichst  nahe  an 
derselben  liegt,  und  legen 

durch  ihn  eine  Ebene  pa- 
rallel zu    OAB.     Durch 

diejenige  Parallel  Verschiebung  der  Ebene  OABiu  die  durch  f*  gelegte 
Ebene,  durch  welche  0  in  f*  übergeht,  erhalten  wir  aus  dem  Netze  in 
der  Ebene  OAB  ein  Netz  von  Parallelogrammen  in  der  durch  f*  ffe- 
legten  Ebene,  welches  uns  in  seinen  Kreuzungspunkten  alle  in  dieser 
Ebene   existierenden  Gitterpunkte  {x,  y,  s)  kenntlich  macht. 

Unter  den  letztgenannten  Parallelogrammen  suchen  wir  nun  das- 
jenige eindeutig  bestimmte  auf,  welches  den  Schnittpunkt  C  der 

Ebene  dieser  Parallelogramme  mit  der  Geraden  OC  in  sich,  d.  h.  in 
seinen  wie  oben  definierten  Bereich  aufnimmt.  Es  sei  dann  T  die 

zu  0  homologe  Ecke  in  diesem  Parallelogramm;  und  nun  haben  wir 

in  dem  Parallelepiped  mit  den  Kanten  OA,  OB,  OV  ein  Grundparallel- 
epiped  für  das  Gitter  in  x,  y,  z:  denn  außer  den  Ecken,  die  Gitter- 

punkte sind,  kann  dasselbe  keinen  weiteren  Gitterpunkt  enthalten,  da 
eine  entgegengesetzte  Annahme  offenbar  der  Art,  in  welcher  die 
Wahl  der  Punkte  A,  B,  V  getroffen  wurde,  widersprechen  würde. 

Nun  führen  wir  neue,  dem  Fundamentaltetraeder  OABf  ent- 
sprechende Koordinaten  |,  ?j,  ̂  ein.  Sind  a^,  ?>^,  q;  ««,  h^,  Cg;  «3,  63,  c^ 

bzw.  die  a;-,  ̂ -,  ̂ -Koordinaten  der  drei  Punkte  A,  B,  f,  dann  drücken 
die  Gleichungen 

(55) 
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wobei 

«1,       «2,       «3 

ist,  den  Zusammenhang  der  Koordinaten  t,  r],  t,  mit  jenen  x,ii,z  aus. 

Mit  den  X-,  Y-,  Z- Koordinaten  dagegen,  welche  durch  das  Fundamental- 
tetraeder OABC  bestimmt  waren,  möge  das  Koordinatensystem  ^,  ?/,  l 

durch  die  Gleichungen 

1=    l,X+    l,Y+    l,Z, 

7j  =  m^  X  +  >»2  Y  +  m^Z,  (56) 

i=  n,X  +  w.^r+  W3Z 

verbunden  sein,  wobei  Zj ,  »1^ ,  •  •  •,  Wg  notwendig  ganze  Zahlen  sind.  Da 
hier  die  Ebene  ̂   =  0  mit  der  Ebene  Z  =  0  identisch  ist,   haben  wir 

Wj  =  0,      Wo  =  0; 

für  jeden  Punkt  dieser  Ebene  gelten  die  Gleichungen 

1=    /,X+    l,Y, 

rj  =  ;>/j  X  +  nh  Y 

und  es  ist  dabei  ganz  analog,  wie  in  (52): 

m^  =  0,     0  <  Zj,     0  ̂   ̂2  <  *^h\ 

ferner  gilt  für  C  wegen  OC/OC=  l/Wg: 

und  infolgedessen  muß  mit  Rücksicht  auf  die  Lage  von  C  in  dem 
oben  besprochenen,  zu   OAEB  homologen  Parallelogramm 

0    ̂     /g     <    Wg,  0    £     m^     <    Wg 

sein.  Nun  können  wir  die  Substitution  (43),  welche  den  Zusammen- 
hang zwischen  den  Koordinaten  x,  y,  z  und  X,  Y,  Z  ausdrückt,  als 

aus  den  Substitutionen  (55)  und  (50)  zusammengesetzt  auffassen  und 
haben  demnach: 

Pl,  P2,   Pz 

2l,    Q2,    % = 

*'l>     *"2?    *'3 

«1, 

«2,    «
3' 

K ?>2,     63    1    ■ 

Ci, 

Co,     ̂ 3 

'2  7       "3 

0,      ̂2,      Wg 

0,  0,         Mg 
(57) 

worin  also  sämtliche  Koeffizienten  ganze  Zahlen  sind  und  dabei 

0  <  ̂1 ;     0  ̂   /,  <  nu ;     0<lz<  %,     0  ̂   m^  <  Mg  (58) 
ist. 

Analog,  wie  im  Falle  eines  zweidimensionalen  Gitters,  wollen  wir 
die  Einführung  der  speziellen  Gitterkoordinaten  ^,  rj,  t,  für  das  Gitter 
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in  X,  11,  z  mit  Rücksicht  auf  das  darin  enthaltene  Gitter  in  \,  Y,  Z 

als  die  Adaption  des  ersteren  Gitters  in  bezug  auf  dieses  darin  ent- 
haltene Gitter  bezeichnen. 

Und  wieder  läßt  sich  das  Ergebnis  unserer  Betrachtung  nach 
Abstreifung  des  geometrischen  Gewandes  im  folgenden,  zu  jenem  XIX 
ganz  analogen  Satze  aussprechen: 

XIX'.  Jede  ganzzahUge  lineare  ternäre  Snhstihifion  mit  nicht  ver- 
schwindender Determinante  läßt  sich  aus  zwei  ebensolchen  Sahst itutionen 

zusammensetzen ,  deren  erstere  eine  Determinante  +  1  hat  und  deren 
letztere  in  der  Haupt  diagonale  lauter  positive  Koeffizienten,  unterhalb 
derselben  lauter  Nullen,  oberhalb  lauter  nicht  negative  Zahlen  aufiveist, 

wobei  jede  der  letztgenannten  Meiner  ist  cds  die  in  der  nämlichen  Vertikal- 
reihe stehende  Zahl  der  Hauptdiagonale. 

§  15.    Dreifache  Stufen. 

Indem  wir  nun  zum  Problem  der  dichtesten  gitterförmigen  Lage- 
rung  von  vorgegebenen  kongruenten  konvexen  Körpern  im  Räume 
zurückkehren,  werden  wir 
zunächst  beweisen,  daß  die 
dichteste  Lagerung  nur  dann 
eintreten  kann,  wenn  jeder 
einzelne  der  Körper,  jede 
Stufe,  wie  wir  wieder  sagen 
wollen,  nicht  bloß  an  eine, 
sondern  an  drei  verschiedene 

Stufen  anstößt,  und  zwar 

derart,  daß  ihr  Mittelpunkt 
nicht  mit  den  drei  Mittel- 

punkten dieser  anstoßenden 
Stufen  zusammen  in  einer 

Ebene  liegt. 
Um  dies  zu  zeigen, 

denken  wir  uns  im  Gitter 

der  X,  y,  z  um  den  Null- 
punkt    0    als    Mittelpunkt 

einen  J/- Körper  gegeben,  dessen  Begrenzung  bloß  ein  Paar  von  Gitter- 

punkten, A,  A',  enthalte,  und  greifen  von  den  außerhalb  dieses  Körpers 
befindlichen  Gitterpunkten  beliebige  zwei,  JB,  C,  die  mit  OA  nicht  in 
einer  Ebene  liegen,  heraus.  Wir  adaptieren  sodann  das  gegebene  Gitter 

in  bezug  auf  das  darin  enthaltene  aus  OABC  als  Fundamentaltetra- 
eder hervorgehende  Gitter  und  gewinnen  dadurch  ein  solches  Funda- 

mentaltetraeder OABf  für  das  gegebene  Gitter  (Fig.  60\  wobei  offen- 
bar A  mit  A  zusammenfällt:  und  nun  können  wir  das  Zahlengitter  der 

Fig.  60. 
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X,  y,  z  durch  eine  geeignete  unimodulare  Substitution  derart  transfor- 
mieren, daß  das  neue  Gitter  das  Parallelepiped  mit  den  Kanten  OA, 

OB,  Or  zum  Grundparallelepiped  erhält.  Wir  verringern  sodann  das 
Volumen  dieses  letzteren  Parallelepipeds  kontinuierlich^  indem  wir  B  auf 
OB  und  r  auf  Of  gegen  0  hin  verschieben  und  dementsprechend  das 

ganze  Gitter  so  stetig  verändern,  daß  es  nie  aufhört,  ein  parallelepipedi- 
sches  System  von  Gitterpunkten  zu  bilden.  Dies  soll  solange  von 

statten  gehen,  bis  neue  Gitterpunkte  in  die  Begrenzung  des  M-  Körpers 
eingetreten  sind,  was  nach  dem  Satze  X  (S.  60)  äußerstenfalls  in  dem 
Augenblicke  erfolgen  muß,  wo  das  Volumen  des  Gruudparallelepipeds 

zu  einem  Achtel  von  jenem  des  ̂ /-Körpers  zusammengeschrumpft  ist. 
Nunmehr  befinden  sich  auf  der  Begrenzung  des  il/- Körpers  min- 

destens zwei  mit  0  nicht  in  einer  Geraden  liegende  Gitterpunkte,  die 
wir  wiederum  mit  A,  B  bezeichnen  wollen,  während  die  dazu  in  be- 

zug    auf    0    bzw.    symmetri- 

sehen  Punkte  A ,  B'  heißen 
mögen.  Liegen  nicht  mehr  als 
diese  vier  Gitterpunkte  auf  der 

Oberfläche  des i)/-Körpers  oder 
gibt  es  dort  neben  diesen  bloß 
noch  solche  Gitterpunkte,  die 
in  der  Ebene  dieser  vier  lie- 

gen, so  nehmen  wir  irgend 
einen  außerhalb  des  i)/- Kör- 

pers und  nicht  in  der  Ebene 
OAB  gelegenen  Gitterpunkt  hinzu  und  gewinnen  aus  dem  Tetraeder 

OABC  wieder  durch  den  Prozeß  der  Adaption  ein  solches  Fundamen- 
taltetraeder OABr  für  das  gegebene  Gitter  (Fig.  61),  wobei  die  Ebene 

OAB  sich  offenbar  mit  der  Ebene  OAB  decken  wird;  hierauf  verkleinern 
wir  allmählich  das  Volumen  von  OABf,  indem  wir  V  auf  OV  gegen  0 
fortschreiten  lassen  unter  gleichzeitiger  entsprechender  stetiger  Variie- 

rung des  Gitters,  was  wiederum  so  lange  geschehen  soll,  bis  neue  Gitter- 
punkte auf  die  Begrenzung  des  ilf- Körpers  fallen.  Diese  neu  hinzu- 

tretenden Gitterpunkte  werden  sicher  nicht  in  der  Ebene  OAB  liegen; 
denn  das  zweidimensionale  Gitter  in  dieser  Ebene,  welches  mit  den 
Gitterpunkten  0,A,B  festliegt,  hat  sich  bei  der  diesmal  vorgenommenen 
Änderung  des  ganzen  dreidimensionalen  Gitters  offenbar  garnicht  geändert. 

Jetzt  leuchtet  es  ein,  daß  der  gegebene  i)/-Körper,  wenn  ihm 
eine  dichteste  Lagerung  der  zugehörigen  homolog  angeordneten  31/2- 
Körper  entsprechen  soll,  wenigstens  drei  Paar  gegenüberliegender, 
nicht  insgesamt  in  einer  Ebene  gelegener  Gitterpunkte  enthalten  muß: 
denn  sonst  krhinten  wir  eben  durch  eine  entsprechende  Änderung  des 
Gitters  das  Volumen  des  Grundparallelepipeds  dieses  Gitters  verkleinern. 

Fig.  61 
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Jeder  der  illf/2 -Körper  stößt  alsdann  an  mindestens  drei  solche  Nach- 
barstufen, mit  deren  Mittelpunkten  sein  eigener  Mittelpunkt  nicht 

zusammen  in  einer  Ebene  liegt.  Stufen  von  diesem  Verhalten  wollen 
wir  dreifache  Stufen  nennen;  die  Untersuchung  derselben  ist  nicht  nur 
für  die  weitere  Behandlung  des  Problems  der  dichtesten  Lagerung 
homologer  Körper,  sondern  auch  für  gewisse  Anwendungen  auf  die 
Theorie  der  algebraischen  Zahlen  von  Bedeutung. 

§  16.    Clitteroktaeder. 

Auf  der  Begrenzung  eines  um  0  als  Mittelpunkt  gegebenen  M- 
Körpers  mögen  sich  nun  sechs  Gitterpunkte  befinden,  angeordnet  zu 

je  zwei  bezüglich  0  symmetrischen  Punkten,  A,  Ä'-,  B,  B':  C,  C,  und 
dabei  nicht  sämtlich  in  einer  Ebene  gelegen.  Diese  sechs  Gitterpunkte 

bestimmen  als  Ecken  ein  Oktaeder,  welches,  da  wir  den  ilf- Körper 
als  konvex  voraussetzen,  in  demselben  ganz 
enthalten  sein  wird,  also,  wie  dieser,  im 

Inneren  außer  dem  Nullpunkte  keinen  wei- 
teren Gitterpunkt  enthalten  wird.  Auf  der 

Begrenzung  aber  kann  dieses  Oktaeder  ne- 
ben den  Ecken  möglicherweise  noch  weitere 

Gitterpunkte  aufweisen.  Ist  D  ein  solcher 
und  liegt  er  z.  B.  auf  der  Seitenfläche 

ABC  des  Oktaeders,  dabei  etwa  außer- 
halb der  Kante  AB,  so  erhalten  wir  in 

AÄBBBB',  wobei  B'  der  zu  B  bezüg- 
lich 0  symmetrische  Punkt  ist,  ein  Okta- 

eder, dessen  Ecken  ebenfalls  Gitterpunkte 

auf  der  Begrenzung  des  Ji"- Körpers  sind 
und    dessen  Volumen   kleiner   ist    als    das-  Fig.  62. 

jenige  von  AA'BBCC  (Fig.  Q2). 
Wenn  wir  nun  unter  allen  möglichen  Oktaedern,  die  sich  aus  je 

drei  Paaren  diametral  gegenüberliegender  Gitterpunkte  auf  der  Be- 
grenzung des  J/- Körpers  bilden  lassen  und  deren  es  gewiß  nur  eine 

endliche  Anzahl  gibt,  ein  solches  wählen,  welches  ein  möglichst  kleines 

Volumen  hat,  so  ist  hiernach  klar,  daß  die  Begrenzung  eines  solchen  Okta- 
eders außer  den  Ecken  gewiß  keine  weiteren  Gitterpunkte  enthalten  wird. 
Ein  Oktaeder,  welches  den  Nullpunkt  zum  Mittelpunkt  und  lauter 

Gitterpunkte  zu  Ecken  hat,  außer  diesen  aber  keine  weiteren  Gitter- 
punkte enthält,  woUen  wir  ein  Gifteroktaeder  nennen.  Es  gibt  also 

immer  wenigstens  ein  Gitteroktaeder,  dessen  Ecken  auf  der  Begrenzung 
des  betrachteten  il/- Körpers  liegen. 

Es  sei  nun  AÄBBCC  irgend  ein  Gitteroktaeder  im  Gitter  der 
Minkowski,  diophant.  Approximationen.  7 
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X,  y,  z.  Indem  Avir  zu  OABC  als  Fundamentaltetraeder  Koordinaten 
X,  Y,  Z  einführen,  so  daß  in  X,Y,Z 

.4  =  (1,0,  Ol,     5=  (0,1,0),     C=  (0,0,1)  (59) 

wird,  können  wir  den  Bereich  des  besagten  Gitteroktaeders  durch  die 
Ungleichung 

X   +\Y\+    Z  £1  (60) 

definieren.  Wir  wollen  nun  nachsehen,  wie  man  von  diesem  Gitter- 
oktaeder resp.  dem  Gitter  in  X,  Y,  Z  ausgehend,  das  ganze  Gitter  in 

x,y,s  herstellen  kann.  Zu  dem  Behüte  leiten  wir  aus  dem  Tetraeder 
OABC  auf  die  in  §  14  beschriebene  Art  ein  Fundamentaltetraeder 
OABr  für  das  Gitter  in  x,y,z  her;  dabei  haben  wir  für  die  Punkte 

A,  B  direkt  bzw.  A,  B  zu  nehmen,  denn  das  aus  den  letzteren  her- 
vorgehende Parallelogramm  OAEB  (Fig.  62)  kann,  da  das  Dreieck 

AEB  hier  im  Gitter  mit  dem  Dreieck  B^OA'  homolog  ist,  außer 
seinen  Ecken  keine  weiteren  Gittei-punkte  aufweisen.  Zu  dem  Funda- 

mentaltetraeder OABr  mögen  nun  die  Koordinaten  ^,  ij,  i;  gehören, 

wobei  also  das  Gitter  in  ̂ ,^,^  mit  dem  Gitter  in  x,y,z  überein- 
stimmt; ferner  seien  l,m,n  die  ̂ -,  >i-,  ̂ -Koordinaten  des  Punktes  (\ 

also  nach  §  14  gewisse  ganze  Zahlen,  für  die  die  Ungleichungen 

O^Kn,     0  ̂   m  <  n  (61) 

bestehen;  dann  haben  die  Transformationsgleichungen,  welche  die 

Koordinatensysteme  der  ̂ ,  »y,  ̂   und  der  X,  F,  Z  miteinander  ver- 
binden, die  Form: 

l  =  X       +    IZ, 
rj=       Y+mZ,  (62) 

e=  nZ 

und  ist  sonach  das  Oktaeder  AÄ BB'CC  in  den  ̂ -,  ̂-,  ̂ -Koordinaten 
mit  Rücksicht  auf  (60)  durch  die  Ungleichung 

i-ii\  +  \^-^i\  +  'n\^'  («3) 
gegeben. 

Es  fragt  sich  noch,  w^ie  die  Koeffizienten  /,  m,  n  weiter  be- 

schafi'en  sein  müssen,  damit  AA'BB CC  ein  Gitteroktaeder  sei,  d.  h. 
also  die  Ungleichung  (63)  außer  den  Lösungen 

(1,7?,^)  =  (0,0,0),  (±1,0,0),  (0,+  l,0),  {l,m,n),  (-J-m-n)     (64) 
keine  weiteren  ganzzahligen  Lösungen  zulasse. ö  o  o 

Es  werden  hierbei  mehrere  Fälle  zu  unterscheiden  sein. 

Ist  zunächst  m  =  1,  so  haben  wir  nach  (61):  l  =  0,  m  =  0,  also 

|  =  X,  rj=Y,  t=Z,  und  es  ist  ofienbar  AA' BB'CC  ein  Gitteroktaeder. 
Ist  M  >  1  und  eine  ungerade  Zahl,  etwa  =  2t  -{-  1  ̂ 3,  dann 

muß  Avegen  (61)  jedenfalls 
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0£l£2t,     0£m£2t 

sein.     Wir    setzen   in  (63)    für   t,    den  Wert  1    ein,   ferner   für  |   den 
Wert  0  oder  1,  je  nachdem  l  ̂   t  oder  ̂   ̂  +  1  ist,  ähnlich  für  r;  den 
Wert  0  oder  1,  je  nachdem  m  ̂   t  oder  ̂   ̂  +  1  ist;  in  jedem  dieser 
Fälle  wird  alsdann 

t    1        1 
2t-\-l\        2t-\-l ^        2«+l^!=2«  +  l'    I'        2<  +  l*|  =  2«+l' 

und  also  die  Ungleichung  (63)  erfüllt  sein.  Demnach  hätten  wir 
diesmal  in  unserem  Oktaeder  einen  Gitterpunkt  mit  den  Koordinaten 

^  =  0  oder  1,     r;  =  0  oder  1,     ̂   =  1, 

welcher  mit  keinem  der  Gitterpunkte  (64)  zusammenfällt,  —  also 
wäre  AÄ'BB'CC'  kein  Gitteroktaeder. 

Ist  endlich  n  eine  gerade  Zahl,  =  2t^2,  so  muß  jedenfalls 

0^l^2t—\,     0^m^2t-l 

sein.  Wir  setzen  nun  in  (63)  ̂   =  1,  femer  |  =  0  oder  =  1,  je  nach- 
dem l  ̂   t  oder  >  t  ist,  und  -q  =  0  oder  =  1 ,  je  nachdem  m  ̂   t  oder 

>  t  ist.  Dann  wird  in  allen  diesen  Fällen,  bloß  mit  Ausnahme  des 

Falles  l  =  m  =  t, 

^        2i^:"^j'^       2«^;'^    'lt\—     2t     '^2t^2t 

und  also  erhalten  wir  jedesmal  in  dem  entsprechenden  der  Punkte 

^  =  0,1,     ri  =  0,1,     ̂ =1 

einen  im  Oktaeder  AA'BBCC  befindlichen,  doch  mit  keinem  der 
Pimkte  (64)  identischen  Gitterpunkt,  woraus  wiederum  folgen  würde, 

daß  AA'BBCC  kein  Gitteroktaeder  ist.  In  dem  ausgenommenen 
Falle  l  =  m  =  t  dagegen  nimmt  die  Ungleichung  (63)  die  Form 

-U 

+ n-^t  +:lfläi 2t 

an;  alsdann  liegt  in  |  =  1,  ̂ =1,  1  =  2  wieder  eine  ganzzahlige 
Lösung  derselben  vor  und  ist  diese  Lösung  von  den  Lösungen  (64) 

verschieden,  es  sei  denn,  daß  ̂   =  1,  also  ̂   =  1,  m  =  \,  n  =  2  ist,  in 
welch  letzterem  Falle  die  Lösungen  (64)  die  einzigen  ganzzahligen 
Lösungen  der  Ungleichung  (63)  sind. 

Wir  gelangen  somit  zu  dem  Ergebnis,  daß  der  Zusammenhang 
zwischen  dem  Gitter  in  ̂ ,  r/,  ̂   und  dem  zu  dem  Gitteroktaeder 

AÄ'BB'CC  (d.  h.  zum  Fundamentaltetraeder  OABC)  gehörigen 
Gitter  in  X,Y,Z  notwendig  entweder  durch  die  Gleichungen 

i  =  X,     n=Y,     ̂   =  Z,  (65) 
oder  durch  die  Gleichungen 

7' 
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|  =  X  +  Z,    7;=r+Z,     e  =  2Z  (66) 

gegeben  sein  muß.  Im  ersteren  Falle  wollen  wir  das  besagte  Gitter- 
oktaeder als  ein  Critteroliaeder  erster  Art,  im  anderen  Falle  als  ein 

solches  ziveiter  Art  bezeichnen. 

Wir  sehen,  daß  im  Falle  eines  Gitteroktaeders  erster  Art  das 
Gitter  in  X,  Y,  Z  mit  dem  Gitter  in  %,  i},  ̂  vollkommen  übereinstimmt; 
aus  den  Eckpunkten  A,  B,  C  des  Oktaeders  in  Verbindung  mit  dem 
Nullpunkte  0  läßt  sich  dann  in  der  üblichen  Weise  das  vollständige 
ursprüngliche  Gitter  ableiten.  Im  Falle  eines  Gitteroktaeders  zweiter 
Art  aber  liegen  Gitterpunkte  (|,  ?^,  ̂)  nicht  nur  in  den  Gitterpunkten 

(X,  Y,  Z)  vor,  sondern,  wegen 

außerdem  noch  in  allen  denjenigen  Punkten,  deren  X-,  Y-,  Z- Koordi- 
naten sämtlich  ungerade  Vielfache  von  ̂ j  sind;  alsdann  gibt  das  zu 

dem  Gitteroktaeder  gehörige  Gitter  (X,  1',  Z)  nicht  das  ganze  ursprüng- 
liche Gitter  wieder,  sondern  man  muß,  um  dieses  ursprüngliche 

Gitter  zu  erhalten,  zu  dem  Gitter  in  X,  Y,  Z  noch  dasjenige  Gitter 
hinzunehmen,  welches  aus  diesem  durch  eine  Translation  hervorgeht, 

die  den  Nullpunkt  in  den  Punkt  (X,  F,  Z)  =  Q-,  ̂,  .V),  d.  i.  in  den 
Mittelpunkt  des  Grundparallelepipeds  in  X,  Y,  Z,  überführt. 

Sind  x^,y^,s^]  ̂ ^jV^^^^'i  ̂ zjVzy^z  die  Koordinaten  von  drei  mit 
dem  Nullpunkte  nicht  in  einer  Ebene  gelegenen  Eckpunkten  eines 

Gitteroktaeders,  welches  um  den  Nullpunkt  des  a-,  y-,  2; -Gitters  als 
Mittelpunkt  gegeben  ist,  so  besteht  für  den  Betrag  der  Determinante 

/y»  /y»  /y» 

\yi,  ik,  Vz 

von  welchem  vier  Drittel  offenbar  das  Volumen  des  Gitteroktaeders 

bedeuten,  auf  Grund  der  oben  erzielten  Herleitung  des  X-,  Y-,  .Z-Gitters 
aus  dem  ̂ -,  ■>;-,  t,-  und  dem  a:-,  ?/-,  5; -Gitter  (vgl.  (65)  bzw.  (66)),  der 

Wert  1   im  Falle  eines  Gitteroktaeders  erster  Art,  dagegen  der  Wei-t 
1,    0,     1  I 

0,     1,     1    =2 
0,     0,     2  I 

im  Falle  eines  Gitteroktaeders  zweiter  Art,  und  überdies  sind  im 
letzteren  Falle  die  drei  Verbindungen 

cc^  +  x,-\-x^,    yi-^y^  +  Vsy    ̂ 1  +  ̂2  +  ̂3 
sämtlich   gerade   Zahlen.     Diese  Umstände   werden   uns   in   der  Folge 
häufig  als  Kriterium  zur  Erkennung  der  Art  eines  Gitteroktaeders  dienen. 
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Die  zwei  Arten  von  Gitteroktaedern  werden  bei  der  analytischen 
Behandlung  des  Problems  der  dichtesten  Lagerung  von  homologen 
Körperu  im  Räume  zu  unterscheiden  sein.  Wir  sind  nun  bereits  in 
der  Lage,  dieses  Problem  analytisch  zu  formulieren,  und  dazu  wollen 
wir  jetzt  übergehen. 

§  17.    Aiialytisclie  Formulierung  der  Bedingungen  für  eine  dichteste 
gitterförmige  Lagerung  kongruenter  Körper  im  Räume. 

Es  seien,  wie  zu  Beginn  des  §  16,  Ä,  Ä,  B,  B',  C,  C  die  Ecken 
eines  in  einem  gegebenen  31  -  Körper  K  enthaltenen  Gitteroktaeders. 
Wir  führen  zu  OABC  als  Fundamentaltetraeder  die  Koordinaten 

X,  Y,  Z  ein,  so  daß  in  denselben 

yl  =  (1,0,0),     5  =(0,1,0),     C=  (0,0,1) 

wird,  und  beziehen  auf  diese  Koordinaten  den  gegebenen  Jlf- Körper; 
der  Bereich  des  letzteren  wird  dann,  nach  der  Bemerkung  am  Schlüsse 
von  §  12,  durch  eine  Ungleichung 

F{X,  F,  Z)  ̂   1  (67) 

bestimmt  sein,  worin  F{X,Y,Z)  eine  Funktion  von  X,  Y,  Z  ist, 
welche  den  Funktionalgleichungen 

i^(0,0,0)  =  0,     F{tX,tY,tZ)  =  tF{X,Y,Z)     für     ̂   >  0,  (68) 

Fi-  X,  -  Y,  -Z)  =  Fix,  r,  Z)  (69) 

und  dazu  der  Funktionalungleichung 

i^(X„r„Z,)  +  FiX,,Y,,Z,)  >  FiX,+X„  Y,+Y„Z,+Z,)  (70) 

genügt.  Zugleich  ist  mit  Rücksicht  darauf,  daß  A,  B,  C  auf  der  Be- 
grenzung von  K  liegen, 

i^(l,0,0)  =  l,    i^(0,l,0)  =  l,     F(0,0,1)  =  1.  (71) 

Der  Umstand  nun,  daß  im  Inneren  von  K  kein  vom  NuUpunkte  ver- 
schiedener Gitterpunkt  enthalten  sein  soll,  erfordert  für  die  Funktion 

F  das  Bestehen  noch  folgender  weiterer  Einschränkungen:  faUs  das 
eingangs  genannte  Gitteroktaeder  von  erster  Art  ist,  muß  für  jedes 

ganzzahlige,  von  (0,0,0)  verschiedene  Wertesystem  (Z,  m,  n)  die  Un- 
gleichung 

F{1,  m,  n)  ̂   1  (72) 

statthaben;  im  Falle  eines  Gitteroktaeders  zweiter  Art  hingegen  müssen 

zunächst  wieder  diese  Ungleichungen  (72)  statthaben  und  muß  außer- 
dem noch  für  jedes  beliebige  ganzzahlige  Wertesystem  (/,  ;«,  n)  die 

Ungleichung 

Fil  +  i,m+l-,n  +  ̂ )>l  (73) 
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bestehen.  Durch  die  drei  Gleichungen  (71)  und  die  unendlich  vielen 

Ungleichungen  |72)  resp.  (72)  und  (73)  wird  die  Forderung,  daß  der 

Körper  (67)  ein  J/- Körper  sei,  völlig  erschöpft. 
Nun  lassen  sich  die  unendlich  vielen  Ungleichungen  (72)  resp.  (72) 

und  (73)  mit  Bücksicht  auf  das  Bestehen  der  Gleichungen  (71)  auf 
eine  endliche  Anzahl  gewisser  unter  ihnen  zurückführe^i. 

Es  reduzieren  sich  nämlich  zunächst  im  Fall  eines  Gitteroktaedeis 

erster  Art  die  Ungleichungen  (72)  auf  die  folgenden: 

i^(±l, ±1,0)^1,     i^(±  1,0, ±1)^1,     F(0,±1,±1)^1,   (74) 

F(+l,±l,±l)^l,  (75) 

^(+1,±1,±2)^1,  i^(±l,±2,  +  l)^l,  -F(±2,±l,±l)^l;  (76) 

sind  diese  neben  den  Gleichungen  (71)  erfüllt,  dann  gilt  die  Ungleichung 

(72)  für  jedes  beliebige  ganzzahlige,  von  (0,  0,  0)  verschiedene  Werte- 
system (/,  m,  n). 

In  der  Tat:  angenommen,  es  wäre  trotz  des  Bestehens  der  Glei- 
chungen (71)  und  der  Ungleichungen  (74),  (75),  (76)  für  irgend  einen 

Gitterpunkt  D,  [X  =  1,  Y  =  m,  Z  =  n],  der  von  den  in  (71),  (74), 
(75j,  (76)  genannten  und  von  dem  Nullpunkte   0  verschieden  ist, 

F{l,m,n)<\;  (77) 

wir  können  dabei  ohne  wesentliche  Beschränkung 

0^l<7n^n 

annehmen  und  es  ist  dami  jedenfalls  w  ̂   2  und  (l,  m,  n)  von  (1,  1,  2) 

verschieden.  Wir  betrachten  nun  das  Oktaeder  AA'BB'DD',  wobei 
D'  den  zu'  I)  bezüglich  0  symmetrischen  Punkt  bedeute;  der  Be- 

reich desselben  ist  (vgl.  §  16)  durch  die  Ungleichung 

'X--Z\-j-    Y--Z\+    ̂ \<l  (78) 

gegeben.  Durch  dieselben  Erwägungen,  die  oben  an  (63)  angeknüpft 

wurden,  erkennen  wir,  nach  den  hier  über  l,  m,  n  gemachten  Voraus- 
setzungen, daß  die  Ungleichung  (78)  stets  durch  wenigstens  eines  der 

Wertesysteme 

(X,  Y,  Z)  =  (0, 0, 1),  (0, 1,  l\     (1, 1, 1),  (1, 1, 2) 

befriedigt  wird;  der  durch  dieses  betreffende  Wertesystem  gegebene 

Gitterpunkt,  etwa  E  =  (Xq,  Yq,Zq),  liegt  somit  im  Oktaeder  AA'BBDD', 
und  zwar  jedenfalls  außerhalb  der  Ebene  AA'BB',  denn  für  diese  ist 
stets  Z=0;  da  nun  aber  D,  D'  unserer  Annahme  (77)  nach  im 

Inneren  des  Köi-pers  K  liegen  sollen,  so  würde  hieraus  ofi'eukundig 
folgen,  daß  auch  E  im  Inneren  von  K  enthalten,  also 

F(X„Y„Z,)<1 
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ist;  dies  würde  aber  einer  der  als  feststehend  angenommenen  Glei- 
chungen resp.  Ungleichungen  (71),  (74),  (75),  (76)  widersprechen. 

Hieraus  folgt  die  Unzulässigkeit  unserer  Annahme  und  also  die  Richtig- 
keit der  auf  S.  102  ausgesprochenen  Behauptung. 

Fast  noch  einfacher  liegen  die  Dinge,  wenn  ÄÄ' BB' CC  ein 
Gitteroktaeder  zweiter  Art  vorstellt.  Hier  lassen  sich  die  sämtlichen 

Ungleichungen  (72),  (73)  mit  llüclsicht  auf  das  Bestehen  der  Glei- 

chungen (71)   auf  die  einzigen  folgenden  Ungleichungen  zurücl' führen: 

F{±\,±^,±^)^1,  (79) 
oder,  ivas  dasselbe  ist: 

F{±\,±l,±l)^2.  (80) 

In  der  Tat  folgen  aus  den  letztgenannten  Ungleichungen  (80) 
zunächst  die  Ungleichungen  (74),  (75),  (76);  es  folgt  nämlich  (75) 
von  selbst,  ferner  erhalten  wir,  auf  Grund  der  allgemeinen  Regel  (70) 
und  unter  Berücksichtigung  von  (80)  und  (71), 

F{\,  1, 0)  ̂   F{1, 1, 1)  -  F(0,0, 1)  >  1 
und  ähnlich  die  übrigen  der  Ungleichungen  (74),  sodann 

F{1, 1,2)  >  F{1, 1, 1)  -  F(0,0,-  1)  ̂   1 
und  ähnlich  die  übrigen  (76).  Infolgedessen  gehen  aus  (79)  unter 

Berücksichtigung  von  (71),  auf  Grund  der  im  ersteren  Falle  darge- 
legten Umstände,  weiter  die  sämtlichen  Ungleichungen  (72)  hervor. 

Was  jetzt  die  Ungleichungen  (73)  beti-ifit,  so  nehmen  wir  an, 
es  wäre  für  irgend  ein  Wertesystem  von  drei  halben  ungeraden  Zahlen 

^(2?+l),     \{2m  +  l),     ̂ (2w  +  l) 

trotz  des  Bestehens  von  (71)  und  (79): 

F{l  +  \,m  +  ̂ ,n  +  ̂ )<l-  (81) 
wir  können  dabei  ohne  wesentliche  Beschränkung 

0<l  +  '\  <m  +  '\  <n  +  -1- 
annehmen,  und  es  ist  dann  jedenfalls 

w  +  i^-2-- 
Ist   nun  D  der  Gitterpunkt  mit   X  =  l  -\-  .V,   Y  =  m  -f  i-,  Z  =  n  -\-  -t 

und  D'  der  dazu  bezüglich  0  symmetrische  Punkt,  so  wird  das  Okta- 
eder ÄÄ'BB'DD'  durch  die  Ungleichung 

,  2/-fl  y       2/«  -Hl      I         ,       2Z      _^ 

definiert,  und  da  diese  letztere  insbesondere  durch  das  Wer tesy stein 

(X,  Y,  Z)  =  (^,  ̂,  ̂ )  befriedigt  wird,  so  würde  hiernach  der  Gitter- 
punkt (^-,  ̂f  ̂)  =  F  im  besagten  Oktaeder,  und  zwar  jedenfalls  nicht 
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in  der  Ebene  AÄBB'  liegen.  Da  nun  andererseits  D,  D'  unserer 
Annahme  (81)  gemäß  im  Inneren  des  Körpers  K  sich  befinden  sollen, 
so  müßte  danach  auch  E  im  Inneren  von  K  liegen;  dies  würde  aber 

einer  der  Ungleichungen  (79)  widersprechen.  Hieraus  folgt,  daß 
tatsächlich  auch  alle  Ungleichungen  (73)  eine  Folge  von  (71)  und 

(79)  sind.  — 
Die  Aufgabe  der  dichtesten  gitterförmigen  Lagerung  von  Kör- 

pern, die  dem  Körper  K  kongruent  und  homolog  im  Räume  ange- 
ordnet sind,   stellt  sich  sonach  analytisch  folgendermaßen  dar: 

Auf  der  Oberfläche  des  konvexen  Körpers  K  mit  MittelpunU 

in  0,  ivelcher  in  einem  Koordinatensystem  der  ̂ ,  ̂,  t  '>^^it  0  als  Xtdl- 
ptinkt  durch  eine  Ungleichung 

gegeben  ist,  greifen  wir  drei  ̂ Funkte, 

(I,  V,  t)  =  i^,^,v),     (A',  ̂',  v'),     (A",  /i/',  v"), 
heraus,  die  mit  dem  Nnlljmnlte  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  denken 
uns  aus  denselben  und  aus  0  ein  Gitter  in  X,  Y,  Z  ahgeleitet,  ivelches 
also  mit  dem  Systeme  der  i,,  Yi,t,  durch  die  Transformationsgleichungen 

^  =  XX  +  k'Y  +  rz, 

1]  =  iiX+  ̂ 'Y  +  \i"  Z, 

l  =  vX^v'Y^  v"Z 
zusammenhängt,  und  setzen 

cpil^,t)  =  FiX,Y,Z)- 
indem  wir  nun  entiveder  die  Ungleichungen  (74),  (7ö),  (76)  oder  die 
Ungleichungen  (79)  als  erfüllt  annehmen,  haben  ivir  im  ersteren  Falle 
den  Betrag  der  Determinante 

H,    ̂ i ,    /i 
(82) 

im  zweiten  die  Hälfte  dieses  Betrages  zu  bilden  und  diese  Funktion 

des  Gitters  durch  geeignete  Wahl  der  Größen  X,  n,  ■  ■  ■,  v"  zu  einem Minimum  zu  machen. 

Hiermit  ist  zur  Lösung  unseres  Pi-oblems  für  jeden  speziellen 
gegebenen  Körper  K  der  Weg  geebnet.  Die  weitere  Behandlung  des 
Problems  wollen  wir  hier  jedoch  der  Kürze  wegen  nur  für  den  Spezial- 

fall einer  Kugel,  den  einfachsten,  den  es  diesbezüglich  gibt,  darlegen.*) 

*)  Bezüglich  der  weiteren  Behandlung  des  allgemeinen  Problems,  wie  auch 
insbesondere  der  dichtesten  Lagerung  von  Oktaedern,  vgl.:  Minkmcski,  Dichteste 
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§  18.    Dichteste  Lagerung  von  Kugeln. 

Auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  K  mit  dem  Mittelpunkte  0 
greifen  wir  irgend  drei  Punkte  A,  B,  C  heraus,  die  mit  0  nicht  in 
einer  Ebene  liegen,  und  führen  zu  OABC  als  Fundamentaltetraeder 
Koordinaten  ^,  Y,  Z  ein;  in  denselben  wird  dann  der  Bereich  von  K 
durch  eine  Ungleichung 

F^{X,Y,Z)  =  X2+  72+  ̂ 2+  2a'YZ  +  2h'ZX  -^  2c'XY  ̂   1     (83) 
gegeben  sein. 

Es  ist  nun  hier  für  die  Kugel  von  vornherein  der  Fall  aus- 
geschlossen, daß  das  Gitteroktaeder  der  Punkte  Ä,  B,  C  und  der  dazu 

bezüglich  0  symmetrischen  Punkte  ein  solches  von  zweiter  Art  wäre, 

gitterförmige  Lagerung  kongruenter  Körper,  Göttinger  Nachrichten,  Math.-phys. 
Kl.  1904,  p.  311. 

Von  den  in  dieser  Arbeit  bewiesenen  Sätzen  sei  hier  nur  der  folgende  an- 
geführt. 

Ein  beliebig  vorgegebenes  Oktaeder 

:ii  +  hi  +  ui^+ 
kann  auf  acht  Äxten  an  einer  dichtesten  gitterförmigen  Lagerung  von  Oktaedern 

teilnehmen.  Jede  der  betreffenden  Lagerungen  ist  von  dem  Ausgangs-Oktaeder 
her  abzuleiten,  indem  man 

in  irgend  einer  Folge  gleich 

setzt  und  das  Zahlengitter  in  X,  Y,  Z  als  Ort  der  Mittelpunkte   der  homologen 
Oktaeder  fixiert.  ^ 

Die  Fig.  63  läßt  die  gegenseitige  Anordnung  /  \ 

der  Oktaeder  im   Falle   einer   solchen   dichtesten  /'      ".X 
Lagerung  erkennen;    sie  zeigt  das  halbe  Netz,   4  / ̂     /    \ 

Seitenflächen,  des  Oktaeders,  in  einer  Ebene  neben-  / '^"i/ \    q\ 
einander   ausgebreitet,    und    gibt   die   Deckungen  L   -^   •  ̂  X 
mit  Mittelpunkt  an,  welche  die  betreffenden  Seiten-  /  \  /            \   /  \ 

flächen  bzw.  mit  7  anstoßenden  Oktaedern  gemein  r-xo,t/\   t.f.i     X      \ 

haben.    Das  Volumen  des  von  den  Oktaedern  be-  /    "y-     V"'/    \aj..o\ 
setzten  Raumes  verhält  sich  in    diesen   extremen  /  \                 \   /    9    •'  "•     ''\ 
Fällen    zum    Volumen    des    ganzen    unendlichen      L   !^.   j*  '" — v  j'? V   '-J.   A 
Eaumes   wie    18:19,    und    das   Verhältnis   j^   ist  Fig.  r.:;. 
damit  der  Maximalwert,  den  M'^J/S  für  (Jktaeder 
als  Eichkörper  anzunehmen  vermag.    Die  Ermittlung  dieses  Extremums  gestattet 

es,  in  dem  Theoreme  XVII  (S.  79)  die  obere  Schranke  y6  Ä  auf  y6-||  A| 
herunterzudrücken,  wobei  jedoch  die  letztere  Grenze  in  jenen  extremen  Fällen 
wirklich  erreicht  wird  und  daher  gleichzeitig  in  der  Fassung  des  Theorems  das 
Zeichen  ̂   an  die  Stelle  von  <1  gesetzt  werden  muß. 
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mit  anderen  Worten,  daß  die  Ungleichungen  (79)  statthätten.  Diese 
letzteren  würden  hier  nämlich  besagen: 

3±2a'±2b'±2c'  ^  .  ,g  .. 

worin  jedesmal  die  drei  Vorzeichen  so  zu  nehmen  sind,  daß  ihr 
Produkt  +  1  wird;  nun  können  wir  zwei  dieser  Vorzeichen  beliebig 
wählen  und  also  die  drei  Vorzeichen  auch  so  einrichten,  daß  von  den 

Ausdrücken  +  2  a',  +  2  b',  +  2  c',  wenn  sie  nach  nicht  zunehmendem 
Betrage  geordnet  werden,  die  beiden  ersten  darunter  negativ  auf- 

treten; für  diese  Vorzeichenkombination  wird  dann  der  links  stehende 

Ausdruck  in  (84)  sicher  ̂   | ,  im  Widerspruch  mit  einer  der  Un- 
gleichungen (84). 

Sonach  ist  hier  das  besagte  Gitteroktaeder  notwendig  von  der 
ersten  Art  und  unsere  Aufgabe  besteht  also  darin,  die  Punkte  A,  B,  C 
so  zu  wählen,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Koeffizienten 

a,  h',  c  in  (83)  so  zu  bestimmen,  daß  das  Volumen  des  Tetraeders 
OÄSC  ein  Minimum  wird,  während  die  sämtlichen  Ungleichungen 

(74),  (75),  (76)  statthaben. 
Es  zeigt  sich  zunächst,  daß  für  den  Fall  des  Minimums  des  be- 

sagten Volumens  gewisse  unter  den  Ungleichungen  (74),  (75),  (76)  not- 
wendig 7)iit  dem  Gleichheitszeichen  erfüllt  sein  müssen.  In  der  Tat, 

so  lange  die  in  endlicher  Anzahl  vorhandenen  Ungleichungen  (74), 

(75),  (76)  gelten,  bleiben  überhaupt  sämtliche  unendlich  vielen  Un- 
gleichungen (72)  in  Kraft.  Wenn  also  bei  kontinuierlichen  Verände- 

rungen der  a,  b',  c  einmal  das  System  der  Ungleichungen  (72)  auf- 
hört, voll  zu  bestehen,  so  wird  gleichzeitig  wenigstens  eine  der  Un- 

gleichungen (74),  (75),  (76)  ihre  Gültigkeit  verlieren  müssen.  An- 
genommen nun,  es  gelte  anfänglich  in  diesen  letzteren  Ungleichungen 

durchweg  das  Zeichen  >;  dann  können  wir,  unter  Festhalten  der 
Punkte  Ä,  B,  den  Punkt  C  längs  einer  Kurve  auf  der  Oberfläche  der 
Kugel  K  stetig  an  die  Ebene  OAB  annähern,  unter  gleichzeitiger 
entsprechender  Variation  des  Gitters  in  X,  Y,  Z,  so  daß  es  seinen 

Charakter  als  Gitter  nie  verliert;  hierdurch  bewirken  wir  eine  kon- 
tinuierliche Abnahme  des  Volumens  von  OABC  und  wir  können 

diesen  Prozeß  unter  Erhaltung  aller  Ungleichungen  (72)  so  lange 
weiterführen,  bis  einmal  in  einer  der  Ungleichungen  (74),  (75),  (76) 
das  Gleichheitszeichen  statthat,  d.  h.  der  auf  der  linken  Seite  der  be- 

treffenden Ungleichung  vorkommende  Gitterpunkt  P  auf  die  Begren- 
zung von  K  tritt.  Dieser  Abschluß  des  Prozesses  muß  sich  ereignen, 

bevor  noch  das  Volumen  von  OABC  zu  einem  Achtel  des  Volumens 

von  K  zusammengeschrumpft  ist.  Dabei  kann  nun  der  Gitterpunkt  P 
zu  keiner  der  Ungleichungen  (76)  gehören,  denn  gesetzt,  es  wäre  z.B. 
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F(l,l,2)  =  l, 

dairn  würden  die  Punkte  ( — 1,0,0),  (0,-1,0),  (1,1,2)  mit  den 
dazu  bezüglich  0  symmetrischen  Punkten  ein  in  K  enthaltenes  Gitter- 

oktaeder zweiter  Art  bilden,  was  auscreschlossen  ist.  Es  muß  hier 

also  jedenfalls  in  einer  der  Ungleichungen  (74)  oder  (75)  das  Gleich- 
heitszeichen eintreten. 

Wir  wollen  nun  zuerst  den  Fall  ausschließen,  daß  jetzt  oder  bei 
den  weiteren,  von  uns  noch  vorzunehmenden  Variationen  des  Gitters 

irgend  eine  der  Ungleichungen  (75)  mit  dem  Gleichheitszeichen  er- 
füllt werde.  Dann  haben  wir  also  den  Punkt  P,  —  der  auch  jeden- 
falls nicht  in  der  Ebene  Z=0  liegt,  und  zwar  deshalb,  weil  das 

zweidimensionale  Gitter  in  dieser  Ebene  durch  die  soeben  vorge- 

nommene  Variation  des  gesamten  X-,  Y-,  .Z-Gitters  nicht  berührt  wurde, 
—  allein  unter  den  Punkten  (0, +  1,  +  1),  (±1,0, +  1)  zu  suchen. 
Indem  wir  nun  statt  P  auch  den  dazu  bezüglich  0  symmetrischen  Punkt 

nehmen  können,  ferner  eventuell  die  Bezeichnungen  X  und  Y  mit- 

einander vertauschen  und  auch  1"  durch  —  Y  ersetzen  können,  dürfen 
wir  für  P  den  Punkt  (0,  —  1,  1)  annehmen.     Dann  haben  wir: 

F^(0,-l,i:)  =  l; 
andererseits  ist 

hieraus  folgt  also; F2(0,-l,l)  =  2-2a'; 

2a  =  1. 
Gleichzeitig   erhalten  wir: 

i^-(0,l,l)  =  2  +  2o'=3, 

woraus  wir  erkennen,   daß,   Avenn  (0,-1,  1)   auf  der  Oberfläche  von 
K  liegt,  der  Punkt  (0,  1,  1)  außerhalb  derselben  bleibt. 

Sind  außer  P  und  P'=  (0,  1,  —  1 )  keine  weiteren  Gitterpunkte 
in  die  Oberfläche  von  K  eingetreten,  so  bewegen  wir  behufs  weiterer 
Verringerung  des  Volumens  von  OABC  die  Sehne  PC,  welche 
parallel  und  gleich  mit  OB  ist,  parallel  mit  sich  derart,  daß  sie  sich 
der  Ebene  OAB  beständig  nähert  und  dabei  ihre  beiden  Endpunkte 
auf  der  Oberfläche  der  Kugel  K  verbleiben;  gleichzeitig  variieren  wir 
in  entsprechender  Weise  das  ganze  Gitter,  und  zwar  so  lange,  bis  in 

die  Oberfläche  von  K  weitere  in  (74),  (75),  (76)  vorkommende  Gitter- 
punkte eintreten  (Fig.  64).  Für  diese  letzteren  kommen  dann,  —  da 

die  Gitterpunkte  in  (76),  ebenso  der  Punkt  (0,  1,  1)  sich  bereits  als 
erledigt  erwiesen  haben  und  diejenigen  in  (75)  von  uns  einstweilen 

ausgeschlossen  wurden,  —  nur  die  Punkte  (+  1,  0,  +  1)  in  Betracht, 
und  indem  wir  eventuell  X  durch  —  X  uns  ersetzt  denken,  können 

Avir  annehmen,  daß  jetzt  die  Punkte  Q  =  (1,  0,  —  1)  und  Q'  =  (—  1,  0,  1) 
in  die  Oberfläche  der  Kuj^el  eingetreten  sind.     Dann  ist  also 
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und  daraus  folgt: F\1,0,-1)=1 2&'=1; 

gleichzeitig  haben  wir: 

F\l,0,l)  =  2  +  2h'='d, 
folglich    bleibt    dabei    der    Punkt    (1, 0,  1)    notwendig    außerhalb    der 
Kugel. 

Nunmehr  liegen  fünf  Paare  von  Gitterpunkten  auf  der  Oberfläche 
von    K.      Finden    sich    keine    weiteren    darauf,    so    können    wir    das 

Fig.  04. 

Volumen  von  OABC  noch  weiter  verringern,  in  der  Weise,  daß  wir 
die  Ebene  OAC  und  darauf  die  Punkte  A,G,Q  festhalten  und  nunmehr 

die  zu  OC  parallele  Sehne  P' B  sich  dieser  Ebene,  während  B  und 

P'  auf  der  Oberfläche  von  K  verbleiben,  unter  gleichzeitiger  entspre- 
chender Variation  des  gesamten  Gitters  so  lange  nähern  lassen,  bis 

in  die  Oberfläche  von  K  wiederum  weitere  Gitterpunkte  aus  (74) 
eintreten.  Für  diese  letzteren  kommen  dann  nur  noch  die  Punkte 

(±  1,  ±  1,  0)  in  Frage;  da  aber  der  Gitterpunkt  (1,1,0)  hierbei  aus- 
geschlossen ist,  weil  er  mit  den  Punkten  P=(0,  —  1,1)  und 

<t^'  =  (—  1 ,  0,  1)  drei  Ecken  eines  Gitteroktaeders   zweiter  Art   bildet, 
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so  treten  demnach  jetzt  notwendig  die  Gitterpunkte  ( —  1 ,  1 ,  0)  =  7?, 

(1,-1,  0)  =  B'  in  die  Oberfläche  von  K  ein  und  es  ist  also 
FH-1,1,0)  =  1, 

folglich 
2c=  1. 

So  sehen  wir,  daß  bei  der  dichtesten  Lageruno;  von  Kugeln, 
und  zwar  in  dem  von  uns  zunächst  betrachteten,  durch  das  Bestehen 

der  sämtlichen  Ungleichungen  (75)  mit  dem  Ungleichheitszeichen  ge- 
kennzeichneten Falle,  in  drei  und  nicht  mehr  Paaren  von  den  Unglei- 

chungen  (74)  das  Gleichheitszeichen  statthaben  muß,  und  wir  können 

als  die  sechs  Paare  von  Gitterpunkten,  welche  dann  auf  der  Ober- 
fläche der  Kugel  um  den  Nullpunkt  0  liegen,  eben  die  Punkte 

^  =  (1,0,0),  .B=  (0,1,0),  C=(0,0,l),_P  =  (0,-l,l),_g  =  (1,0,-1), 
li  =  (— 1,1,0)  nebst  den  dazu  bezüglich  0  symmetrischen  Punkten 
annehmen. 

Nebenbei  bemerkt,  kann  das  System 
der  besagten  sechs  Paare  von  Gitterpunkten 
nach  einem  in  §  12  erwähnten  Prinzip 
durch  ein  Yektorentetraeder  veranschaulicht 

werden  (Fig.  65). 

Wir  haben  jetzt  noch  den  Fall  in  Be- 
tracht zu  ziehen,  daß  in  die  Oberfläche  der 

Kugel  Nirgend  welche  von  den  Gitterpunkten 

(+  1,  +  1,  +  1)  eintreten.  Es  zeigt  sich  zu- 
nächst, daß  nur  ein  Paar  solcher  Punkte  auf 

die  Begrenzung  von  K  fallen  können;  denn 

befinden  sich  etwa  die  Punkte  (1,  1,  1)  =  T,  (—1,-1,  —1)  =  T' 
daselbst,  —  was  wegen  der  Möglichkeit,  die  Koordinatenachsen  und 
die  Richtungen  auf  denselben  entsprechend  zu  vertauschen,  keine  be- 

schränkende Annahme  bedeutet,  —  ist  also 

F'-  (1,  1, 1)  =  F^  (-  1,  -  1,  - 1)  =  1,  (85) 
so  müssen  die  anderen  von  den  Gitterpunkten  (+  1,  ±  1?  +  1)?  <^i® 

bzw.  durch  Verlängerung  der  Strecken  TA,  TB,  TC,  T'A,  T'B, 
T' C  über  deren  Endpunkte  um  sich  selbst  erreicht  werden,  not- 

wendig außerhalb  K  bleiben  und  daher  alle  von  (85)  verschiedenen 
unter  den  Ungleichungen  (75)  mit  den  Ungleichheitszeichen  erfüllt 

sein.  Weiter  muß  jeder  der  Punkte  P,  Q,  R  (und  P',  Q',  JR')  außer- 
halb K  bleiben,  weil  er  mit  T  und  bzw.  A',  J^,  C  ein  Gitteroktaeder zweiter  Art  bestimmt. 

Liegen  nun  außer  A,  B,  C,  T  und  den  dazu  bezüglich  0  sym- 
metrischen Punkten  keine  weiteren  Gitterpunkte  auf  der  Oberfläche 

von  Ä",  dann  können  wir  durch  genau  dasselbe  Verfahren,  wie  vorhin. 
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—  indem  wir  zuerst  CT  gegen  OAB,  und  sodann  nötigenfalls  AT 
gegen  OBC  (bzw.  BT  gegen  OAC)  mögliclist  nahe  heranrücken 

lassen,  unter  gleichzeitiger  entsprechender  Variation  des  Gitters,  — 
bewirken,  daß  weiter  zwei  Paare  von  Gitterpunkten  aus  (74)  in  die 
Oberfläche  von  K  eintreten;  und  zwar  dürfen  wir,  da  es  hier  auf 
eine  Permutation  von  X,  Y,  Z  nicht  ankommt,  annehmen,  es  seien 

dies  die  Punkte  (0,  1,  1),  (0,  -  1,  -  1),  (1,  1,  0),  (-  1,  -  1,  0). 
Wir  erhalten  also  wiederum  sechs 

Paare  von  Gitterpunkten  auf  der  Oberfläche 

der  Kugel,  und  wir  können  uns  das  Sy- 
stem dieser  Punkte  wieder  durch  ein  Vek- 

torentetraeder veranschaulichen  (Fig.  66). 
Der  Vergleich  von  Fig.  66  mit  Fig.  65  zeigt 
nun  unmittelbar,  daß  der  vorhin  behandelte 
Fall  sich  von  dem  jetzt  behandelten  nur 

unwesentlich  unterscheidet;  in  der  Tat  ver- 
wandeln sich  durch  die  unimodulare  Sub- 

stitution 

X  =  Z',     Y=Y'-Z',     Z=X'-Y' 
die  sechs  Gitterpunkte 

{X\Y',Z')  =  (1,1,1),  (1,1,0),  (1,0,0),  (0,-1,0),  (0,1,1),  (0,0,-1) 
des  zweiten  Falles  bzw.  in  die  sechs  Gitterpunkte 

(X,F,Z)  =  (1,0,0),  (0,1,0),  (0,0,1),  (0,-1,1),  (1,0,-1),  (-1,1,0) 
des  ersten  Falles. 

Sonach  kommt  als  dichtesie  gitterförmige  Lagerung  gleicher 
Kugeln  im  Räume  wesentlich  nur  eine  ganz  bestimmte  Lagerung  in 
Frage,  und  da  jede  andere  Lagerung  in  diese,  wie  wir  sahen,  unter 
kontinuierlicher  Abnahme  des  Volumens  des  Grundparallelepipeds 
überzuführen  ist,  so  muß  diese  schließlich  allein  übrig  gebliebene 
Lagerung  in  der  Tat  die  dichteste  sein. 

Dieselbe  stellt  sich  in  der  Weise  dar,  daß  Jede  Kugel  in  den 

12  Ecken  eines  KubooJckieders*)  (Fig.  64)  an  henachbarte  Kugeln  an- 
stößt. Die  Kugeln  ordnen  sich  dann  in  Schichten  au,  in  deren  jeder 

durch  Verbindung  der  Mittelpunkte  je  zweier  anstoßender  Kugeln  sich 

ein  ebenes  Netz  von  kongruenten  gleichseitigen  Dreiecken  heraus- 
stellt; die  Schichten  ruhen  derart  aufeinander,  daß  die  Kugeln 

einer  jeden  einzelnen  Schichte  in  die  Lücken  der  zwei  benach- 
barten möglichst   tief  eindringen   und   daß   überdies  jede  Schichte   in 

*)  Ein  Körper,  welcher  in  der  aus  Fig.  64  ersichtlichen  Weise  durch  gegen- 
seitiges Durchdringen  eines  Würfels  und  eines  regulären  Oktaeders  entsteht. 
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die  zwei  benachbarten  durch 

zwei  einander  entgegenge- 
setzte Translationen  übergeht 

(Fig.  67). 
XX.  Aus  dieser  Tatsache 

ergibt  sich  auch  alsbald  der 
Wert  des  Verhältnisses,  in 
ivelchem  der  von  den  »wf/Iichst 
dicht  gitterförmig  gelagerten 
Kugeln  eingenommene  Raum 

dem  Volumen  nach  zum  ge- 
samten Räume  steht.  Dieses 

Verhältnis  berechnet  sich  (vgl. 

unten  § 
19)  SU  -|- Fig.  67. 

Die  Ausführungen  dieses  Paragraphen  haben  Geltung  nicht  bloß 

für  die  dichteste  gitterförmige  Lagerung  von  Kugeln,  sondern  —  mit 
entsprechenden  ganz  unwesentlichen  Modifikationen  —  auch  für  die 
dichteste  gitterförmige  Lagerung  von  heliehigen  untereinander  Jiongruenten 
und  homolog  orientierten  Ellipsoiden.  Man  braucht  nämlich  nur  an 

Stelle  der  Kugel  K  ein  allgemeines  Ellipsoid  als  Eichkörper  von  Strahl- 
distanzen F  zugrundezulegen  und  überzeugt  sich  leicht,  daß  dann 

die  ganze  Betrachtung  hier  fast  wörtlich  in  Kraft  bleibt. 

XX'.  So  gilt  dann  ebenfalls  die  Tatsache,  daß  der  von  homologen 
Ellipsoiden    in   dichtester  gitterförmiger   Lagerung   erfüllte  Raum   sich 

zum  gesamten  Räume  dem  Volumen  nach  ivie  — ^  :  1  verhält. 

Das  Bild,  welches  dabei  die  Ellipsoide  darstellen,  geht  aus  dem- 
jenigen der  möglichst  dicht  gelagerten  Kugeln  (Fig.  67)  durch  eine 

derartige  affine  Transformation  des  Raumes  hervor,  welche  eben  die 
Kugel  K  in  das  gegebene  Ellipsoid  überführt. 

§  19.    Arithmetische  Folgerungen. 

Das   gefundene  Resultat   woUen   wir  nun  arithmetisch   auslegen. 
Es  sei  eine  positiv  definite  ternäre  quadratische  Form 

f{x,if,z)  =  ax^+  by'-\-  cz^-\-  2a yz  -f  21' zx  -\-  2c'xy         {ßQ) 
mit  der  Determinante 

a ,     c,     V 
D  =    c,     h ,    a 

V,     a,     c 

vorgelegt.     Dabei  sind  a,  ah  —  c'^  und  D  notwendig  >0  und   diese 
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umstände  charakterisieren  auch  f  völlig  als  positive  Form.  Wir 

können  eine  solche  Form  immer,  ohne  das  reelle  Zahlengebiet  zu  ver- 
lassen, auf  die  Gestalt 

f(x,y,z)  =  {yäx  +  ̂j  +  ̂^^,y 

bringen;  wir  wollen  hierfür,  indem  wir 

^-Vax  +— y  +  —z, 
ya  ya 

V -i/ab  —  C'       .       aa'—b'c  .qq. 

yaYab  —  c'- 

setzen,  kurz 

D 

b  — 
schreiben  und  zugleich  ̂ ,  t/,  ̂   als  gewöhnliche  rechtwinklige  Koordi- 

naten deuten  und  betrachten  nun  in  den  letzteren  die  durch  die  Un- 
gleichung 

dargestellte  Kugel  mit  Mittelpunkt  im  Nullpunkt.  Das  Volumen 

dieser  Kugel  beträgt  in  den  |-,  7j-,  ̂ [-Koordinaten  4;t/3,  also  in  den  mit 
diesen  durch  das  Gleichungssystem  (88)  verbundenen  x-,  y-,  ̂ ^-Koordinaten 

Die  zugehörige  Jf- Kugel  in  bezug  auf  das  Gitter  der  x,y,z,  mit  der 
Ungleichung 

hat  sonach   in  den  a:-,  ?/-,  .s- Koordinaten  das  Volumen  ISPJ  = — ^: 
^  3|/I)  ' 

wenn   wir  also   auf  dieselbe   die  Formel  (3)   anwenden   und   zugleich 

beachten,   daß  in  dieser  Formel   im   vorliegenden  Falle   nur  das  Un- 
gleichheitszeichen  statthaben  kann,  so  folgt: 

M<i/lvi. 
Da  M^  zugleich   den  kleinsten  Wert  bedeutet,   den  f{x,y,z)  für 

ganzzahlige,    nicht    insgesamt   verschwindende  Werte   der  Argumente 

3  /  .jg — anzunehmen  vermag,  so  ist  hiermit  in  1/  "  »D  eine  obere  Grenze  für 

dieses  „Minimum"  der  Form  f  gefunden;  doch  ist  diese  Grenze  nicht 
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präzis,  es  hat  der  Wert  vou  y-  bei  beliebig  variierenden  solchen 

Koeffizienten  a,  h,  •  •  ■,  c,  wobei  die  Form  f  stets  eine  positive  bleibt,  ein 

Maximum,  welches  unterhalb  1/  «  liegt.  Nun  gestatten  uns  die 

Resultate  der  im  §  18  durchgeführten  Untersuchung  dieses  Maximum 

31- 
von    o        zu  bestimmen.    Es  ist  nämlich   yD,  wie  aus  den  Gleichungen 

\/T)  ^      '  ° 
(88)  erhellt,   mit   dem  Volumen   des  Grundparallelepipeds   für  das  x-, 
?/-,  ̂ --Gitter,  berechnet  in  den  ̂ -,  i]-,  ̂ -Koordinaten,  identisch;  wir  fanden 
aber  im  vorigen  Paragraphen,  indem  wir  M  =  1  annahmen,   daß  bei 
variierendem  Gitter  der  x,y,z  das  Minimum   des  besagten  Volumens 

insbesondere   dann   eintritt,   wenn   sich   die  Jf -Kugel   in   den  x-,  y-,  z- 
Koordinaten  durch  die  Gleichung 

^^  -^  y-  ̂   z'  ̂ r  ])3  ̂   zx  ̂   xy  =  \ 
darstellt:  das  Minimum  von  D  hierbei  beträgt  somit 

!  1,   h   i 
\  1     1     1   _  i_ 

'  V      V      1 

31'  .  3/ — 
und  es  ist  also  das  Maximum  von   ,  ̂ ^  gleich  V  2,  foloflich  stets 

Hiermit  ist  der  folgende  Satz  gewonnen: 

XXI.  Jede  positiv  definite  ternäre  quadratische  Form  von  der 
Determinante  D  (>  0)  läßt  sich  durch  entsprechend  gewählte  ganzzahlige 
Werte  der  Variabein,  die  nicht  sämtlich  verschwinden,  dem  Werte  nach 

^\2D  machen.  Das  GleichJieitszeichen  ist  dabei  noch  entheJirlich,  außer 
wenn  die  Form  arithmetisch  äquivalent  ist  mit  der  Form 

V2D  {x'  +  r  +  ̂-  +  ys  +  ̂■'-  +  xy). 

§  20.    Aiivveüdniigen  auf  die  Äquivaleuztheorie  der  ternäreu 
quadratischen  Formen. 

Aus  den  in  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  gefundeneu 
Tatsachen  über  die  dichteste  gitterförmige  Lagerung  von  EUipsoiden 
läßt  sich  in  wenigen  Zügen  die  ganze  Theorie  der  arithmetischen 
Äquivalenz  positiver  ternärer  quadratischer  Formen  ableiten,  eine 

Theorie,  die  in  ihren  Hauptsätzen  zuerst  von  Gauß*)  und  Seeber**) 

*)  Gauß,  Gott.  gel.  .\nz.  1831  (wiederabgedruckt  in  Bd.  II  der  ges.  Werke). 
**)  Seeber,    Unteräuchungen    über    die    Eligenschaften    der    pos.    tern.    qu. 

Formen,  Freiburg  i.  Br.  1891. 
Minkowski,  diophant.  Approximationeu.  8 
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gegeben,  nachher  namentlich  von  Dirichlet*)  durch  geometrische 
Überlegungen  einfacher  dargestellt,  bisher  jedoch  immer  noch  auf 
ziemlich  umständlichen  Wegen  entwickelt  wurde. 

Hier  wollen  wir  nur  den  folgenden  Satz  von  Gauß  aus  dieser 

Theorie  beweisen:**) 
XXII.  Zu  einer  heliehig  gegebenen  positiv  definiten  iernären  quor 

dnitisclien  Fonii 

f(x,  y,  s)  =  ax^  +  hy"  +  rz-  +  2ayz  +  2h'zx  +  -Ic'xy 

mit  der  Determinante  D  (>  0)  läßt  sich  immer  eine  arithmetisch  äqui- 
valente Form 

g (X,  Y,  Z)  =  AX'  +  BY^  -f  CZ'  +  2Ä'YZ  +  2BZX  +  2C'XY 

angeben,  tcobei 
ABC<2B 

ist. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  deuten  wir  die  Variabein  x.  y,  z  der 

gegebenen  Form  /'  als  Parallelkoordinaten  im  Räume;  dann  stellt  die 
Ungleichung 

fix,y,z)^t',  (89) 
unter  t  einen  Parameter  >  0  verstanden,  den  Bereich  eines  Ellipsoids 
mit  dem  Mittelpunkt  im  Nullpunkt  0  der  Koordinaten  vor.  Wir  denken 
uns  zunächst  t  so  klein  genommen,  daß  das  Ellipsoid  (80)  außer  0 
keinen  Gitterpunkt  in  x,  y,  z  enthält,  und  dilatieren  sodann  dieses 

Ellipsoid  durch  Vergrößerung  des  /  so  lange,  bis  etwa  für  t  =  M^ 
zum  erstenmal  ein  Gitterpunkt,  F^=  {l^,m^,n^^),  in  die  Begrenzung 
des  Ellipsoids  eintritt;  hierauf  dilatieren  wir  das  neue  Ellipsoid  bis 

zu  einem  Parameterwert  t  ̂   M^^'  M^,  so  daß  dafür  zum  erstenmal 
ein  Gitterpunkt  JP^  =  (J^,  m^,  n^)  außerhalb  der  durch  0  und  P^  ge- 

zogenen Geraden  in  die  Begrenzung  des  Ellipsoids  fällt;  schließlich 
dilatieren  wir  das  neu  gewonnene  Ellipsoid  weiter  bis  zu  einem 

Parameterwert  t  =  M^^M^,  so  daß  dafür  zum  erstenmal  ein  außer- 
halb der  Ebene  OP^P^  befindlicher  Gitterpunkt  P3  =  (/g,  Wg,  Wg)  in 

die  Begrenzung  des  Ellipsoids  eintritt.    Hernach  denken  wir  uns  aus 

*)  Dirichlet,  Grelles  Journ.  Bd.  40,  p.  209  (auch  Werke  Bd.  II,  p.  27). 
**)  Zur  zahlengeometrischen  Behandlung  der  vollständigen  Theorie  vgl.: 

Minkowski,  Dichteste  gittertormige  Lagerung  kongruenter  Körper,  Gott.  Nachr., 

Math.-phys.  Kl.  1904,  pag.  330.  Dort  finden  sich  auch  Angaben  über  die  ein- 
schlägige Literatur.  —  Das  Problem  der  dichtesten  gittertormige  a  Lagerungen 

von  Kugeln  läßt  sich  auf  Räume  von  beliebig  vielen  Dimensionen  übertragen 
und  nimmt  allgemein  eine  zentrale  Stellung  in  der  arithmetischen  Theorie  der 

positiven  quadratischen  Formen  ein.  Vgl.  darüber  Minkowski,  Diskontinuitäts- 
bereich für  arithmetische  Äquivalenz,  .Tourn.  f  Math.  Bd.  129,  p.  220. 
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OP^PoPs  als  Fundamentaltetraeder  ein  Gitter  in  X,   Y,  Z  abgeleitet, 

welches    also    mit   jenem    der  x,  y,  z  durch    die   Transformationsglei- 
chungen 

x=    J,X+    l,Y+    l,Z, 

y  =  rn^X  +  ̂ 2^'+  ̂ zZ, 

mit  der  Determinante 

"1}    "'2f     "'s 

fl,  ,        its).  Wo 

=  E 

zusammenhängt;  diese  Transformationsgleiehungen  führen  zugleich  die 
Form  f\x,  y,  z)  in  eine  Form 

y{X,  Z  Z)  =  ÄX-  +  BY^ -\-  CZ'  +  2ÄYZ  +  2BZX  +  2C'XY  (90) 
mit  der  Determinante  J)*  =  E^D  über,  wobei 

C  =  .9(0,  0,  1)  =  f(l„  m„  n,)  =  M,' 

ist,  und  diese  letztere  Form  ist  eine  solche,  deren  Existenz  in  dem 
Satze  XXII  behauptet  wird. 

Um  dies   darzutun,  bringen  wir  g{X,  Y,  Z)  zunächst  (nach  Ana- 
logie Ton  (87))  auf  die  Gestalt: 

+  {V^^'y^  ̂ m.^-  Wt&^'^I 
oder,  wenn  wir  die  Klammerausdrücke  hier  der  Reihe  nach  kurz  mit 
E,  H,  Z  bezeichnen, 

g{X,  r,  Z)  =  Z^'  +  H^'  +  Z\ 
und  betrachten  mm  im  Koordinatensystem  der  x,  y,  z  den  durch  die 
folgende  Ungleichung  gegebenen  Bereich: 

h(X,Y,Z)=^  +  '^  +  ̂ ^h  (92) 

indem  wir  uns  hierin  X,  Y,  Z  durch  x,  y,  z  ausgedrückt  denken. 

Dieser  Bereich  stellt  sich  als  ein  Ellipsoid  mit  dem  Mittelpunkte  in  0 

und  dem  Punkte  P^  auf  der  Begrenzung  dar;  dabei  enthält  er  im 
Inneren  außer  0  keinen  weiteren  Gitterpunkt  in  x,  y,  z,  und  zwar  aus 

folgenden  Gründen:  erstens  ist  für  jeden  Gitterpunkt  (x,  y,  z),  der  auf 
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der  Geraden  durch  0  und  P,  außerhalb  0  liegt,  also  X  ̂   0,  T  =  0, 
Z  =  0  hat,  offenbar 

ferner  ist  für  jeden  Gitterpunkt  (x,  y,  s),  der  außerhalb  der  genannten 

Geraden  in  der  Ebene   OP^P,^  liegt,  also   T^U,  Z  =  i)  hat, 

g{X,  Y,  Z)^B 

und  weil  B>  A,  daher  ebenfalls 

h{X,Y,Z)^l; 

schließlich  ist  für  jeden  Gitterpunkt  (x,  y,  s),  der  außerhalb  der  Ebene 

OP^P.^  liegt,  also  Z^O  hat, 

und  weil  O  B^Ä  ist,  daher  wiederum 

h(x,Y,z):>i. 

Mit  Rücksicht  darauf  gilt  für  das  in  den  a:-,  ?/-,£•- Koordinaten  ge- 

messene Volumen  J  des  EUipsoids  (92)  nach  dem  Satze  XX'  über  die 
dichteste  Lagening  von  Ellipsoiden  notwendig  die  Ungleichung: 

J^_^..  (93) 
Nun  ist 

''-\jmjif"-'"''^- 
wobei  das  dreifache  Integi-al  über  den  Bereich  (92)  zu  erstrecken  ist, 

also  gleich  —y^ÄBC  kommt;  andererseits  ist 
d{x,y,z) 

d{x,y,z)    ̂ d{X,Y,Z) 
rf(=H,Z)        di^^jZ)^' d(X,Y,Z) 

d{x,y,z)    ̂   j^        d(=,  H,Z)  _  F-i/n. 

d{x,Y,z)     ̂ '    d{X,Y,z)'    ̂ y^'^ hieraus  folgt: 

y       in -I /ABC 
"^  -^  V      D 

und  dies  führt,  in  (93)  eingesetzt,  zur  folgenden  Ungleichung  für  die 
Koeffizienten  A,  B,  C: 

ABC£2D,  (94) 

wie  eine  solche  in  dem  Satze  XXII  verlangt  wird.  Weiter  erkennen 

wir,  wenn  wir  die  Koeffizienten  bei  Y^  und  Z^  in  (90)  und  (91)  ver- 
gleichen, daß  jedenfalls 
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^  ̂         Ä         '        ̂   ̂  ÄB-C' 
sein  muß,  und  hieraus  folgt: 

was  sich  mit  (94)  nur  so  vereinbaren  läßt,  daß  die  ganze  Zahl  E 
gleich  +1  ist;  letzteres  ist  aber  damit  gleichbedeutend,  daß  die 

Form  g{X,  Y,  Z)  mit  jener  fix,  y,  z)  arithmetisch  äquivalent  ist,  wo- 
durch für  g(X,Y,Z)  die  zweite  im  Satze  XXII  postulierte  Eigen- 
schaft hervorgeht  und  also  nunmehr  der  Satz  selbst  vollständig  be- 
wiesen erscheint. 

Wir  können  uns  die  zur  Form  f  (x,  ij,  z)  vermöge  der  Transfor- 
mation (88)  in  §  19  gehörenden  Variabein  |,  i;,  t,  als  gewöhnliche 

rechtwinklige  Koordinaten  im  Räume  denken,  wobei  wegen  der  Kon- 
stanten in  dieser  Transformation  das  Grundparallelepiped  in  x,  y,  z 

ein  vöUig  allgemeines  Parallelepiped  bildet.  Alsdann  aber  stellen  ]/i) 

das  Volumen  dieses  Parallelepipeds  und  ̂ A,  YB,  YC  die  Längen  von 
OP^,  0P.2,  OP^  im  gewöhnlichen  Sinne  vor  und  wir  können  danach 
dem  Theoreme  XXII   die   folgende   geometrische  Einkleidung  geben: O  O  DO 

XXir.  Ein  heliehiyes  parallelepiped isch es  Zahlengitter  im  Baume 
läßt  sich  stets  nach  einem  solchen  Grundparallelepiped  anordnen,  in 
tvelchem  das  Produkt  aus  den  Längen  der  drei  Kanten  nicht  größer  ist 

cüs  das  y2 -fache  des   Volumens  des  Grundparnllelepipeds. 



Viertes  Kapitel. 

Zur  Theorie  der  algebraischen  Zahlen. 

Wenn  auch  die  in  den  vorausgehenden  Kapiteln  angestellten 
Untersuchungen  ein  selbständiges  Interesse  beanspruchen  dürfen,  so 
wird  ihr  Wert  jedenfalls  durch  den  Umstand  erhöht,  daß  die  dabei 
ofewonnenen  Sätze  eine  Reihe  von  Anwendungen  auf  die  Theorie  der 

algebraischen  Zahlen,  der  quadratischen  Formen,  der  periodischen  Funk- 
tionen gestatten.  Einige  von  den  Anwendungen  auf  die  Theorie  der 

quadratischen  Formen  haben  wir  bereits  im  Zusammenhang  mit  den  all- 
gemeinen Untersuchungen  kennen  gelernt;  hier  im  folgenden  sollen  nun 

speziell  die  Anwendungen  auf  die  Theorie  der  algebraischen  Zahlen 

zur  Darstellung  gelangen.  Es  werden  sich  dabei  mehrere  Sätze  er- 
geben, die  bisher  überhaupt  nicht  anders,  als  mit  den  Hilfsmitteln  der 

Geometrie  der  Zahlen,  bewiesen  worden  sind. 
Der  größeren  Anschaulichkeit  wegen  wollen  wir  uns  dabei  meist 

auf  die  Betrachtung  der  huhischen  Zahlkörper  beschränken;  doch  lassen 
sich  die  Überlegungen,  die  wir  anstellen  werden,  und  die  Sätze,  zu 
denen  wir  gelangen  werden,  durchweg  auf  Zahlkörper  beliebig  hohen 

Grades  übertragen.  Vorerst  aber  müssen  wir  den  Begriff  des  alge- 
braischen Zahlkörpers  selbst  in  allgemeiner  Weise  einführen.  Neben 

den  ganz  elementaren  Tatsachen  der  Algebra  werden  wir  dabei  nur 
den  Fundamentalsatz  der  Algebra  über  die  Existenz  von  n  Wurzeln 

einer  algebraischen  Gleichung  nien  Grades  und  andererseits  den  Haupt- 
satz über  die  symmetrischen  Funktionen  von  n  Größen  voraussetzen; 

den  letzteren  Satz  brauchen  wir  hier  in  der  Fassung,  daß  jede  ganze 

symmetrische  Funktion  von  n  Größen  mit  lauter  ganzzahligen  Koeffi- 
zienten sich  aus  den  n  elementarsymmetrischen  Funktionen  dieser  Größen 

durch  Additionen,  Subtraktionen,  Multiplikationen  aufbauen  läßt. 

§  1.     Begriff  der  ganzen  Zahl. 

Jede  Zahl,  welche  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  mit 

rationalen  Koeffizienten  ist,  heißt  eine  algebraische  Zahl.  Die  Koeffi- 
zienten der  Gleichung  können  wir  dabei  immer  als  ganzzahlig  voraus- 
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setzen.  Eine  algebraische  Zahl,  welche  irgend  einer  Gleichung  mit 
oanzzahliüren  Koeffizienten  und  dem  höchsten  Koeffizienten  1  orenügt, 
wird  eine  ganze  algebraische  Zahl  genannt. 

XXIII.  Eine  rationale  Zahl,  welche  algebraisch  ganz  ist,  ist  stets 
eine  ganze  rationale  Zahl.  Denn  genügt  eine  Zahl  rjs,  wobei  r,  s 
rationale  ganze  Zahlen  und  teilerfremd  sind  und  .s  positiv  ist,  für  x 
gesetzt  einer  Gleichung 

a^  +  a^sd~'^  -f-  a.^OL^~'  +  •  •  •  -j-  «^  =  0, 
mit  ganzen  rationalen  Koeffizienten  a^,  ttc,,  .  .  .,  a,,  so  folgt  daraus: 

r' 

—  =  —  a, r'~^—  a.y)-'~'^s  —  .  •  •  —  a,^~^: 

demnach  ist  r'  s  eine  ganze  rationale  Zahl.  Sind  nun  ^j,  q  zwei  ganze 
rationale  Zahlen,  die  der  Gleichung  j>s  —  gr  =  1  genügen  (s.  Kap.  1, 

§  3),  so  folgt  aus  (ps  —  1)'  =  ((/>")'  durch  Division  mit  s,  daß  l/s 
eine  ganze  Zahl,  mithin  notwendig  5=1  ist. 

Ganze  algebraische  Zahlen  werden  wir  in  der  Folge  auch  schlecht- 
hin ganze  Zalden  nennen. 

XXIY.  Summe,  Differenz  und  Prodidi  zweier  ganzer  Zahlen  sind 

ebenfalls  ganze  Zahlen.  Denn  es  seien  u^,  a^,  .  .  .,  a^^^,  bzw.  ß^,  ß.^,  ■  ■  -,  ßn 
sämtliche  Wurzeln  von  solchen  zwei  Gleichungen  mit  ganzzahligen 
Koeffizienten  und  dem  höchsten  Koeffizienten  1,  denen  die  zwei 

vorgegebenen  ganzen  Zahlen  ccy,  ß^  bzw.  genügen.  Dann  sind  die 
Koeffizienten  der  nach  Potenzen  von  y  entwickelten  Gleichung 

1 ,  //(       \,n 

UUi 
symmetrisch  einerseits  in  den  ß^,  andererseits  in  den  ßf.,  folglich  — 
wie  eine  zweimalige  Anwendung  des  Hauptsatzes  über  symmetrische 

Funktionen  ergibt  —  ganze  rationale  Zahlen;  dabei  ist  der  höchste 
Koeffizient  der  Gleichung  =  1;  daraus  folgt,  daß  jede  Wurzel  dieser 
Gleichung,  insbesondere  also  auch  a^  4-  ß^,  eine  ganze  Zahl  ist.  Ent- 

sprechend beweist  man  den  Satz  für  die  Differenz  und  für  das  Pro- 
dukt zweier  ganzer  Zahlen. 

XXV.  Von  jeder  algebraischen  Zahl  ist  stets  ein  gewisses  Midti- 
pluni  {in  gewöhnlichem  Sinne)  eine  ganze  algebraische  Zahl.  Denn  ge- 
uüsft  die  Zahl  c  für  x  gesetzt  der  Gleichung o  o  o 

UqX'  +  a^Cl;'~  ̂   +  •••  +  «,  =  0 

mit  ganzen  rationalen  a^,  a^,  .  .  .,  a^,  so  ist  a^a  eine  Wurzel  y  der 
Gleichung 
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welch  letztere  aus  der  vorigen  Gleichung  durch  Multiplikation  mit 

«o'"^  und  Substitution  von  y  für  a^x  hervorgeht;  folglich  ist  a^ic 
eine  granze  algebraische  Zahl. 

Es  zerfalle  eine  ganze  rationale  Funktion  F(x),  welche  zu  Koeffi- 
zienten lauter  ganze  rationale  Zahlen  habe  und  dementsprechend 

kurz  eine  (/anze  (lamzalüiye  Funldion  heiße  und  welche  überdies  1 

zum  höchsten  Koeffizienten  haben  soll,  in  zwei  ganze  rationale  Funk- 
tionen von  X  mit  rationalen  Koeffizienten,  kurz:  in  zwei  ganze  rational- 

zahlige  Faktoren: 
F{x)  =  f{x)g{x), 

wobei  wir  annehmen  können,  daß  die  höchsten  Koeffizienten  in  f{x^ 
und  in  g[x)  gleich  1  sind.  Da  die  sämtlichen  Nullstellen  von  F{x) 

(d.  h.  die  Wurzeln  von  F{x)  =  0)  ganze  Zahlen  sind,  so  sind  es  auch 
alle  Koeffizienten  in  f{x)  und  in  g{x),  indem  dieselben  sich  jeweils 
aus  gewissen  unter  den  Xullstellen  von  F{x)  durch  lauter  Additionen 

und  Multiplikationen  zusammensetzen;  da  nun  diese  selben  Koeffi- 
zienten zugleich  rationale  Zahlen  sein  sollen,  so  sind  sie  hiernach 

(vermöge  XXIII)  ganze  rationale  Zahlen. 
XXVI.  Wenn  also  eine  ganze  ganzzahlige  Fmiktion  mit  dem 

höchsten  Koeffizienten  1  in  ein  Produkt  von  ganzen  rationalzahligen 

Funktionen  zerfällt,  so  müssen  sich  die  Koeffizienten  der  letzteren,  so- 
hald  die  höchsten  darunter  =  1  gemacht  tcorden  sind,  durchiveg  eben- 

falls als  ganze  rationale  Zahlen  erweisen. 

Unter  einer  irreduzihlen  Funktion  bzw.  irreduzihlen  Gleichung 
schlechthin  wollen  wir  hier  eine  solche  ganze  Funktion  f(x)  bzw. 

Gleichung  f(x)  =  0  verstehen,  die  im  Bereiche  der  rationalen  Zahlen 

irreduzibel  ist,  d.  h.  wobei  /"(:/;)  rationalzahlig  ist  und  nicht  in  zwei 
ganze  rationalzahlige  Faktoren  mit  Graden  ̂   1   zerlegt  werden  kann. 

XXVII.  Zii  jeder  algehraischen  Zahl  a  gehört  eine  völlig  bestimmte 

irreduzihle  Gleichung  mit  dem  höclisten  Koeffzienten  1 .  ndcher  u  ge- 
nügt. Denn  es  sei  F{x]  =  0  irgend  eine  Gleichung  mit  ganzen  ratio- 
nalen Koeffizienten  und  dem  höchsten  Koeffizienten  1,  welcher  die 

zunächst  als  ganz  vorausgesetzte  Zahl  u  genügt,  und  es  sei  n  der 
Grad  von  F{x).  Um  vor  allem  eine  irreduzible  Gleichung  für  a 
nachzuweisen,  setzen  wir  zunächst  tjanz  allgemein 

F{x)^f{x)g{x) 

an,  wobei  f{x),  g{x)  Funktionen  von  derselben  Beschaffenheit  sein 

sollen  wie  F(x),  u  sich  unter  den  Wurzeln  von  f(x)  =  0  befinden 
möge  und  ausdrücklich  auch  die  Eventualität  f(x)  =  F{x),  g{x)  =^  1 
zugelassen  sei.  Es  läßt  sich  leicht  aus  den  Koeffizienten  von  F{x) 
eine  obere  Grenze  für  die  Beträge  der  sämtlichen  Nullstellen  von  F{x) 
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erschließen;  und  weil  die  Koeffizienten  von  /"(.r),  bei  dem  eben  ge- 
machten Ansätze,  elementarsymmetrische  Funktionen  gewisser  unter 

den  Nullstellen  von  Fix)  sind,  so  folgen  daraus  weiter  obere  Grenzen 
für  die  Beträge  der  Koeffizienten  von  /(a).  Da  nun  diese  letzteren 
Koeffizienten  der  Reihe  der  ganzen  rationalen  Zahlen  angehören  sollen, 
so  läßt  sich  hiernach  von  vornherein  eine  endliche  Anzahl  von  ganzen 
ganzzahligen  Funktionen  mit  Gradzahlen  ^  n  und  dem  höchsten 

Koeffizienten  1  angeben,  unter  denen  sich  ein  jedes  hier  in  Be- 
tracht kommende  f{x)  notwendig  befinden  muß.  Unter  allen  diesen 

Funktionen  suchen  wir  nun  eine  von  möglichst  niedrigem  Grade 
auf,  welche  in  F{x)  aufgeht  und  a  zu  einer  Xullstelle  hat;  diese 
Funktion  ist  dann  nach  der  Art,  wie  sie  bestimmt  wurde,  notwendig 
irreduzibel.  Daß  es  aber  keine  von  dieser  verschiedene  irreduzible 

Funktion  mit  dem  höchsten  Koeffizienten  1  geben  kann,  welche  a  zu 
einer  Xullstelle  hätte,  folgt  daraus,  daß  sonst  die  betreffenden  zwei 
Funktionen  einen  größten  cremeinsamen  Teiler  von  mindestens  erstem 
Grade  haben  müßten,  welcher  durch  rationale  Operationen  bestimmbar, 
also  rationalzahlig  wäre  und  sonach  einen  Divisor  von  Fix)  mit  a 
als  Nullstelle  von  noch  niedrigerem  Grade,  als  hier  möglich,  vorstellen 
würde. 

Der  so  für  ganze  Zahlen  a  bewiesene  Satz  läßt  sich  nunmehr 
durch  Vermittlung  des  Satzes  XXV  auf  beliebige  algebraische  Zahlen 
übertragen. 

§  2.     Der  kubische  Körper. 

Es  sei  die  algebraische  Zahl  0  als  eine  bestimmte  Wurzel  einer 

irreduziblen  kubischen  Gleichung 

fit)  =  ̂ 3  ̂   af-  -^U  +  c  =  Q  (1) 

festgelegt.  Die  Gesamtheit  der  Zahlen,  welche  sich  als  rationale 
Funktionen  von  0  mit  rationalen  Koeffizienten  darstellen  lassen,  bildet 
den  Körper  oder  Bationalitätshereich  von  0.  Wir  bezeichnen  denselben 
mit  K{d).  Jede  Zahl  co  dieses  Körpers  erscheint  also  in  der  Form 

g{d)j1i{0),  wo  g{0),  hiß)  ganze  rationalzahlige  Funktionen  des  Argu- 
ments sind  und  liiO)  =1=  0  ist.  Da  die  Funktionen  fif)  und  liif) 

wegen  der  vorausgesetzten  Irreduzibilität  von  fiß)  und  wegen  h{6)  +  0 
keine  ganze  Funktion  von  t  von  einem  Grade  ̂   1  als  gemeinsamen 
Teiler  haben  können,  so  lassen  sich  nach  einem  bekannten  Satze 

zwei  weitere  ganze  rationalzahlige  Funktionen  Fif),  Hit)  derart  er- 
mitteln, daß  identisch  in  t 

F{t)fit)-^Hit)h{t)  =  \ 
wird;  daraus  folgt  dann  für  t  =  6: 
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was  in 

eingesetzt, 

m  =  ̂̂'^'' 

oi=g{d)H{e) 

ergibt.  Da  ferner  eine  jede  ganze  Funktion  von  0  sich  mittels  der 
Gleichung 

auf  eine  oranze  Funktion  von  niedriy:erem  als  dem  dritten  Grade  redu- 
zieren  läßt,  so  folgt  weiter,  daß  jede  Zahl  to  in  K(  0)  sich  in  der  Form 

o:,=p-\-qO  +  rO-'  (2) 

darstellen  läßt,  wobei  2^-  0.-  >'  rationale  Zahlen  sind.  Diese  Darstellung 
ist  eindeutig;  denn  wäre  zugleich 

mit  ebenfalls  rationalen  }"*,  Q*,  '"*;  so  würde 

P  -  i^*  +  ((1  -  (f)  0  -\-{r  —  r*)  d-  =  0 

folgen  und  dies  kann  wegen  der  Irreduz ibilität  von  (1)  nur  so  statt- 

finden, daß  p*  =  2h  9*  =  ̂ 7  r*  =  r  ist.  Umgekehrt  ist  es  klar,  daß 
jede  Größe  (2)  mit  rationalen  ^;.  q,  r  zum  Körper  £^(ß)  gehört.  31  it- 

hin  hildet  der  Körper  K{ß)  den  Inbegriff'  aller  Großen  von  der  Form 
2)  +  qd  -{-  rO'-.  u-obei  p,  q,  r  beliebige  rationale  ZaJden  sind.  — 

Sind  0,  d\  6"  die  drei  Wurzeln  von  (1),  die  wegen  der  Irredu- 
zibilität  von  (1)  gewiß  untereinander  verschieden  sind,  so  nennen  wir 
die  drei  Zahlen 

co=p  +  qd  +  rd%     o)'  =  2^  -{-  qd'  +  rO'%     a"  =  2^  +  qd"  i-  rd'"^ 
untereinander  Jconjiigiert. 

Wegen  der  Irreduzibilität  von  f(f)  wird  jede  rationalzahlige 

Gleichung,  welcher  0  genügt,  auch  durch  6'  und  6"  erfüllt  sein.  Ist 
nun   CO    in    irgend    einer  von   (2)    verschiedenen  Weise   als    rationale 

Funktion  von  6  dargestellt,  o  =  p  +  qd  -{-  rd-  =  ̂ -  '  so  besteht  da- 
mit eine  rationalzahlige  Gleichung  für  0  und  darf  in  dieser  d  durch 

0'  und  durch  0"  ersetzt  werden:   es  folgt  daher,  daß  dann  stets  auch 

h{e')-"'     hiß")-'' 
gelten  wird.  Begegnet  man  ferner  einer  rationalzahligen  Gleichung 

für  03,  so  genügen  derselben  Gleichung  auch  a'  und  co".    Ist  co  selbst 



§  2.     Der  kubische  Körper.  123 

rational,  so  muß  in  der  Darstellung  (2)  wegen  ihrer  Eindeutigkeit 

notwendig  cj=^j,  5  =  0,  r  =  0  sein,  und  wenn  speziell  w  =  0  ist, 
so  muß  zudem  j;  =  0  sein.  Drei  konjugierte  Zahlen  sind  danach 

entweder  sämtlich  =  0  oder  sämtlich  =*=  0,  und  überhaupt,  wenn  eine 
von  ihnen  rational  ist,  so  sind  sie  sämtlich  untereinander  gleich. 

Aus  der  Definition  der  ganzen  algebraischen  Zahl  folgt  nun  un- 

mittelbar, daß  wenn  eine  Zahl  co  ganz  ist,  auch  die  dazu  konju- 

o-ierten  Zahlen  o',  co"  ganz  sind. 

Das  Produkt  der  drei  konjugierten  Zahlen  oj,  co',  co"  heißt  die 
Nortn  von  «,  in  Zeichen:  Nm  gj;  dieselbe  ist  als  symmetrische  Funktion 

vr>n  6,  B',  6"  eine  rationale  Zahl;  falls  dabei  co  eine  ganze  Zahl  =H  0 
ist,  7nuß  Nm  co  eine  ganze  rationale  Zahl  =4=  0,  also  insbesondere  von 

Betrage  einem  ̂   1  sein.  — 
Aus  irgend  einem  Vielfachen  von  6,  aus  26,26,  ..  .,  geht  offenbar 

derselbe  Körper,  wie  aus  6,  hervor.  Da  wir  nun  nach  XXY  ein  solches 

Vielfaches  von  6  bestimmen  können,  das  eine  ganze  Zahl  ist,  so 

werden  wir  hier  ohne  wesentliche  Beschränkung  annehmen  dürfen,  daß  6 

selbst  eine  ganze  Zahl  ist,  also  a,  b,  c  in  (1)  ganze  rationale  Zahlen 

sind.  Daß  sich  unter  dieser  Voraussetzung  aus  (2)  mittels  ganzer  ratio- 
naler p,  q,  r  lauter  ganze  Zahlen  co  des  Körpers  ergeben,  ist  klar;  es 

fragt  sich  nur,  ob  es  in  K(6)  nicht  auch  andere  ganze  Zahlen  gibt, 

die  aus  der  Form  (2)  mittels  gehrochencr  rationaler  p.  q,  r  hervorgehen. 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  bedienen  wir  uns  eines  geometrischen 

Bildes  für  die  Zahlen  in  K{6).  Wir  beziehen  diese  Zahlen  auf  Punkte 

im  Räume,  indem  wir  ein  räumliches  System  von  Parallelkoordinaten 

X,  Y,  Z  zügrundelegen  und  einem  Punkte  (X,  Y,  Z)  jeweils  die  Größe 

X  +  Y6  -\-  Z6-  zuordnen.  Einem  jeden  Punkte  mit  rationalen  Ko- 

ordinaten X,  Y,  Z  entspricht  alsdann  eine  Zahl  in  K{6)  und  umge- 

kehrt. Es  ist  klar,  daß  hierbei  jedem  GitterpunJde  in  X,  1",  Z  eine 
ganze  Zahl  in  K{6)  entsprechen  wird;  das  Umgekehrte  läßt  sich  aber 

nicht  behaupten  und  wird  auch  im  allgemeinen  nicht  der  Fall  sein. 
Jedenfalls  leuchtet  es  ein,  daß  wenn  ein  Punkt  (X,  Y,  Z)  einer  ganzen 

Zahl  in  K(6)  entspricht,  dann  auch  jeder  zu  (X,  1",  Z)  in  unserem 
Gitter  homologe  Punkt,  d.  h.  (vgl.  S.  84)  jeder  Punkt,  dessen  Koordi- 

naten von  den  bezüglichen  X,  Y,Z  um  ganze  rationale  Zahlen  differieren, 

eine  ganze  Zahl  in  K{6)  vorstellen  wird.  Mit  Rücksicht  darauf  können 

wir  uns  gegenwärtig  auf  die  Betrachtung  jener  ganzen  Zahlen  in  K{6) 

beschränken,  deren  zugehörige  Punkte  (X,  Y,  Z)  in  dem  durch 

0^X<1,     0'^r<l,     0<Z<1  (8) 
definierten  Grundparallelepiped  unseres  Gitters  liegen;  aus  allen  dazu 

homologen  Punkten,  und  nur  aus  diesen,  ergeben  sich  dann  sämtliche 

übrige  ganze  Zahlen  in  K[6). 
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Nim  ist  es  zunächst  leicht  einzusehen,  daß  im  Grundparallel- 
epiped  (3)  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Punkten  {X,  Y,  Z)  vor- 

handen sein  kann,  welche  ganzen  Zahlen  co  =  X  -f  Yd  -f  Zd'-  ent- 
sprechen. Bilden  wir  nämlich  für  eine  in  dieser  Weise  dargestellte 

ganze  Zahl  m  die  Gleichung 

^ {t)  ̂ {t  —  co) (t  —  (o')(i  —  co")  =  0 ,  (4) 
so  hat  dieselbe  zu  Koeffizienten  Größen,  welche  als  symmetrische 

Funktionen  der  Größen  6,  6',  6"  rationale  Zahlen  werden;  für  die 
Fälle,  wo  X,  Y.  Z  dem  Bereiche  (3)  angeh()ren,  können  wir  ferner, 
eben  mit  Rücksicht  auf  (3)  und  mittels  einer  oberen  Grenze  für  die 

Beträge  von  0,  0',  0",  ganz  bestimmte  obere  Grenzen  für  die  Beträge 
der  Koeffizienten  in  ̂ {f)  angeben;  da  nun  diese  Koeffizienten  als 
rationale  und  zugleich  ganze  algebraische  Zahlen  sich  als  ganze 
rationale  Zahlen  erweisen  müssen,  so  folgt  daraus,  daß  es  nur  eine 
endliche  Anzahl  von  solchen  Gleichungen  (4)  geben  kann,  welche 
ganzen  Zahlen  co  und  dabei  Punkten  (X,  Y,  Z)  aus  dem  Bereiche  ( 3) 

entsprechen;  hieraus  geht  dann  umgekehrt  hervor,  daß  nur  eine  end- 
liche Anzahl  von  solchen  ganzen  Zahlen  co  existieren  kann,  für  welche 

X,  Y,  Z  sämtlich  ̂   0  und  <  1  sind. 
Wir  können  nun  eine  Adaption  des  Systems  aller  jener  Punkte 

(X,  Y,Z),  welche  den  ganzen  Zahlen  in  K(6)  entsprechen,  in  bezug 

auf  das  Gitter  der  X,  Y,  Z  genau  nach  der  in  Kap.  III  §  14  darge- 
legten Methode  vornehmen.  Wir  kommen  dann  zu  dem  Ergebnis, 

daß  die  Gesamtheit  der  ganzen  Zahlen  in  K{6)  su  ihrem  geometrischen 
Bilde  wieder  ein  parallelepipedisch  anzuordnendes  PiinJdsystem,  also  ein 
Zahlengitter  hat  oder,  wie  wir  in  solchen  Fällen  sagen  wollen,  einen 

.,Modul''  bildet.  Wir  können  nämlich,  wie  jetzt  einleuchtet,  unter 
allen  jenen  Punkten,  welche  ganzen  Zahlen  in  K{d)  entsprechen,  zu- 

nächst auf  der  positiven  X-Achse  einen  dem  Nullpunkte  0  am  näch- 
sten gelegenen  Punkt  A  finden,  weiter  außerhalb  der  X-Achse  in  der 

Halbebene  r>0  der  XY-Ebene  einen  Punkt  B  bestimmen,  welcher 
der  X-Achse  möglichst  nahe  liegt,  schließlich  außerhalb  der  XY-Ebene 
im  Halbraume  Z>  0  einen  Punkt  f  ermitteln,  welcher  möglichst  nahe 
an  der  XY-Ebene  liegt.  Wenn  wir  nunmehr  aus  dem  Tetraeder 
OABf  in  der  üblichen  Weise  Koordinaten  x,  y,  z  ableiten,  indem  wir 
für   einen  beliebigen  Punkt  Ä  des  Raumes   die   vektorielle  Beziehung 

0S  =  X-  Ot\  +  II  ■  OB  +  ̂ -  OV 

ansetzen,  und  wenn  wir  andererseits  mit  tOj,  cjg,  <.o.^  diejenigen  ganzen 
Zahlen  in  K{  0)  bezeichnen,  welche  den  Punkten  A,  B,  f  in  dem  fest- 

gelegten Sinne  bzw.  entsprechen,  dann  stellt  jeder  Gitterpunkt  in 
X,  y,  z  offenbar  eine  ganze  Zahl,  und  zwar 
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CO  =  XG)^  -f  ycJo  +  ̂ «3  (5) 

vor.  Aber  auch  umgekehrt  entspricht  dann  jeder  ganzen  Zahl  in  K[d) 
ein  GitterpiniM  in  x,  y,  ̂ ;  denn  würde  irgend  einer  solchen  Zahl  ein 

Punkt  mit  nicht  lauter  ganzzahligen  Koordinaten  :/•,  y,  z  entsprechen, 
so  würde  sich  aus  demselben  durch  eine  entsprechende  Translation 

ein  Punkt  im  Grundparallelepiped  OABf  des  x-,  y-,  ̂ -Gitters,  also  mit 

0^a"<l,  0^?/<l,  0  <.3  <i\,  ergeben,  welcher  einer  ganzen  Zahl 
entspräche  und  nicht  mit  dem  Punkte  0  zusammenfiele,  was  der  Art  und 
Weise,  wie  die  Punkte  A,  B,  f  bestimmt  wurden,  widersprechen  würde. 

XXYIII.  Wir  haben  hiermit  festgestellt,  daß  in  einem  kubischen 
Körper  sich  immer  drei  ganze  Zahlen  co^,  co.^,  «3  derart  angeben  lassen 
(und  zwar  offenbar  auf  unendlich  viele  Weisen),  daß  durch  dieselben 

jede  ganze  Zahl  des  Körpers  sich  in  der  Form  (5)  mit  ganzen  ratio- 
nalen X,  y,  z  eindeutig  darstellt.  Drei  Zahlen  im  kubischen  Körper 

von  dieser  Eigenschaft  nennt  man  eine  Basis  im  Körper. 

Sind  dann  co/,  co^";  o^',  00.2':  a.^,  (O3"  die  zu  oj^,  w,,  W3  bzw.  kon- 
jugierten Zahlen,  so  ist  es  einleuchtend,  daß  auch  co/,  a.^,  a.^  eine 

Basis  im  Körper  K{d'),  ebenso  03/',  o^.y',  a^'  eine  Basis  im  Körper 
K[e")  bilden. 

Eine  der  obigen  analoge  Betrachtung  läßt  sich  für  einen  Körper 
beliebig  hohen  Grades  durchführen.  Es  stellt  sich  dann  allgemein 
die  Tatsache  heraus, 

XXYUr.  daß  in  einem  Körper  vom  Grade  n,  d.  h.  in  einem 

Rationalitätsbereich,  welcher  aus  einer  Wurzel  einer  irreduziUen  Glei- 
chung n-ten  Grades  entspringt,  sich  eine  Basis,  bestehend  aus  n  ganzen 

Zahlen,  angeben  läßt,  derart,  daß  durch  diese  n  Zahlen  jede  ganze 
Zahl  des  Körpers  sich  linear  homogen  mit  ganzzahligen  rationalen 
Koeffizienten,  und  zwar  auf  eindeutige   Weise,  darstellen  läßt. 

§  3.     Diskrimiuaute  des  Körpers. 

Wir  suchen  nun  nach  einem  einfachen  Kriterium  dafür,  wann 

drei  beliebig  gegebene  von  Null  verschiedene  ganze  Zahlen  w^,  a.,,  cjg 
eines  kubischen  Körpers  K[B)  eine  Basis  in  diesem  bilden.  Damit 

solches  der  Fall  sei,  dürfen  vor  allem  die  drei  Punkte,  welche  im  Ko- 
ordinatensystem der  X,  Y,  Z  (vgl.  §  2)  den  drei  Zahlen  0^,0.^,  (O3  bzw. 

entsprechen  und  etwa  die  Koordinaten  p^,  g^,  »\;  Jhf  ̂ 2»  *'2  5  Pij  53?  **3 
haben  mögen,  mit  dem  Nullpunkte  nicht  in  einer  Ebene  liegen;  es 
muß  also 

1^1,      ?-2.      ̂ 3     +0  (6) 
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sein.     Gehen  wir  nun  von  den  Zahlen 

«1  =  Ih  +  7i  ö  +  '-1 Ö^ 

zu  den  dazu  bzw.  konjugierten  über,  und  zwar 

f'^i '  =  i'i  +  ?!  ̂'  +  '"i  ö'^     «1"  =  1\  +  ̂:/i  ̂"  +  >"i  ö"^ 

Wo'  =  i>o  +  ̂2^'  +   ̂'2  ^''?        "2"  =  Ih  +  ̂^2  ̂  '  +   '"2  ̂' '^ 

"3'  =  i'3  +  %  ̂'  +   ''3  ̂"\       "3"  -PZ+  'h  Ö"  +  ''3  ̂"% 
und  bilden  wir  die  Determinante 

CO^,       CO.,,       «3  jl,       6»,       e^  p„      jög,      p^\ 

A(cOi,  Wg,  co.j)  =    (ö/,     Wg',     W3'     =|l,     6',    6'^    ■    q^,     q^,     q^\^ 

SO  wird,  sobald  die  Bedingung  ((5)  erfüllt  ist,  wegen 

1,   0',  ö'2  =_(ö_ö')(ö-r)(ö'-r)  +  o 

auch 

1, 

0, 

6' 

0', 

ß'2
 

0", 

ß"2 

AK,  0.0,  «3)4=0  (7) 

sein;  umgekehrt  hat  (7)  notwendig  die  Ungleichung  (6)  zur  Folge. 
Anstatt  der  Determinante  A  wollen  wir  nun  das  Quadrat  hiervon  in 
Betracht  ziehen, 

welches  als  ganze  algebraische  Zahl  und  zugleich  symmetrische  Funktion 

von  ö,  6',  0"  eine  (/anse  rationale  Zahl  ist;  diese  Zahl  soll  die  Diskri- 
minante  der  Zahlen  Wj,  cjg,  W3  heißen.  Als  erste,  mit  der  Ungleichung 
(6)  gleichbedeutende  Bedingung  dafür,  daß  w^,  w,,  «3  eine  Basis 
bilden,  erkennen  wir  nunmehr  den  Umstand,  daß  die  DislriiHinanie 
dieser  drei  Zahlen  =|=  0  sei. 

Drei  Zahlen  in  K{  6)  von  der  letztgenannten  Eigenschaft  werden 
voneinander  unahhänqig  genannt. 

Die  Diskriminante  einer  Basis  besitzt  nun  noch  eine  weitere 

wesentliche  Eigenschaft,  durch  welche  sie  unter  den  Diskriminanten 

von  Tripeln  unabhängiger  ganzer  Zahlen  überhaupt  ausgezeichnet 
wird.  Angenommen  nämlich,  es  stellen  die  ganzen  Zahlen  co^,  co.,,  «3 
eine  Basis  in  K(0)  vor  und  es  seien  S\,  SK,  £1.^  irgend  welche  drei 

voneinander  unabhängige  ganze  Zahlen  in  Ä'(ö);  dann  drücken  sich die  letzteren  durch  die  ersteren  in  der  Form 
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Sl^  =  yli  Wj  +  i\  «2  +  C'i  Wg , 

5^2  =  ̂2  ̂•'l  +  ̂2  ̂2  +  ̂i  ̂3  ; 

^3  =  -^3  Wi  +  ̂3  032  +  ̂3  <^3 

aus,  wobei  Ä^,  B^,  .  .  .,  C3  ganze  rationale  Zahlen  sind,  und  gleich- 
zeitig übertragen  sich  diese  drei  linearen  Beziehungen  auch  auf  die 

zu  cl>j,  .  .  .,  Ü3  konjugierten  Werte  ro^',  .  .  .  Ü3'  bzw.  co^",  .  .  .  ̂3";  aus 
dem  ganzen  System  der  neun  linearen  Gleichungen  folgt  sodann: 

Ä^,     Ä^,     A 

D{Sl„  Sl^,  Sl,)  =  D{co^,  «2,  «3)  •    B^,     B^,     B^ 
;  ^1}        ̂2>        ̂ 3 

Die  hier  an  letzter  Stelle  stehende  Determinante  ist  eine  ganze  ratio- 
nale  Zahl  und  von  NuU  verschieden,  da  die  linke  Seite  =)=  0  ausfallen 

soll;  ist  diese  Zahl  =  +  1,  dann  lassen  sich  a^^,  (o.^,  co^  und  hiermit 
weiter  alle  ganzen  Zahlen  in  K(d)  auch  durch  Sl^,  Sl^,  Sl^  linear 
homogen  mit  rationalen  ganzen  Koeffizienten  darstellen,  es  bilden 

dann  also  auch  ü^,  Sl^,  Sl.^  eine  Basis  in  K(d)]  ist  dagegen  die  be- 
sagte Determinante  dem  Betrage  nach  >  1,  dann  können  die  Koeffi- 

zienten der  linearen  Darstellung  von  co^,  co^,  «3  durch  Sl^,  Sl^,  Sl^ 
nicht  sämtlich  ganzzahlig  sein,  also  stellen  Sl^,  Sl^,  £1^  in  diesem 
Falle  keine  Basis  vor. 

XXIX.  Hieraus  folgt  unmittelbar,  daß  sänitlic/ie  Basen  eines 

l'uhisclien  Körpers  eine  und  dieselbe  Dishriminante  1  iahen,  welche  unter 
allen  Dislriminanten  von  je  drei  unabhängigen  ganzen  Zahlen  des  Kör- 

pers den  Ideinsten  Betrag  hat  und  zugleich  gemeinsamer  Teiler  aller 

solcher  Diskriminanten  ist.  Dieselbe  wird  kurzweg  die  Dish'iminante 
des  Körpers  genannt. 

Ein  ganz  analoger  Satz  läßt  sich  für  jeden  algebraischen  Zahl- 
körper, von  beliebig  hohem  Grade,  beweisen. 

Wir  werden  nunmehr  zur  Darstellung  der  Zahlen  in  einem  ku- 
bischen Körper  K(ß)  ausschließlich  die  Form 

03  =  a;  Wj  +  //  032+  "^3 

mittels  einer  Basis  brauchen  und  mit  Rücksicht  darauf  eine  solche 

Form   eine  Basisform  für  K(6)  nennen. 

§  4.     Eine  Eigenschaft  der  Diskriminanten  von  Zahlkörpern. 

Es  gilt  der  folgende  wichtige  Satz: 

XXX.  Die  Disliriminante  eines  algebraischen  Zahlkörpers,  ausge- 
nommen den  Körper  der  rationalen  Zahlen,  ist  immer  durch  ivenigstens 

eine  Primzahl  teilbar. 
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Um  diesen  Satz  für  einen  kubischen  Körper  K(B)  zu  beweisen, 

unterscheiden  wir,  ob  die  drei  konjugierten  Körper  K{B),  K{ß'),  K{B") 
alle  reell  sind  oder  zwei  derselben,  etwa  K{0)  und  K{6'),  konjugiert- 
komplex  und  der  dritte,  K{S"),  reell  ist,  mit  anderen  Worten,  ob  die 
Diskriminante  D  von  K{0)  positiv  oder  negativ  ist. 

Im  ersteren  Falle  bilden  wir  mittels  der  Basen  a^,  a^,  CO3; 

ö/,  «/,  GJ3';  C3i",  a^',  cjg"  in  den  drei  konjugierten  Körpern  K[d),  ̂ {^'\ 
K(d")  die  drei  linearen  Formen 

I  =  X(Oi    +  i/io.,  +  ̂0)3, 

r,  =  xoji   +  y(o^'-\r  sa-i,  (8) 

^  =  xa^"-\-  ?/«o"+  2 CO-/', 
deren  Determinante  +  YD  ist,  und  wenden  auf  dieselben  den  Satz  lY 
aus  dem  ersten  Kapitel  an,  mit  der  Verschärfung,  die  wir  diesem 
Satze  in  §  10  desselben  Kapitels  gegeben  haben.  Darnach  gibt  es 

ganze  rationale  Werte  x,  y,  z,  die  nicht  alle  verschwinden  und  für 
welche 

\1\<Vd,    \n\<yB,     \t\^VD  (9) 
wird;  zugleich  wird  keiner  dieser  drei  Beträge  verschwinden,  denn 

die  Null  läßt  sich  durch  eine  Basis  wegen  der  Eindeutigkeit  der  Dar- 
stellung nur  in  der  Weise  mit  rationalen  Koeffizienten  x,  y,  z  dar- 

stellen, daß  diese  Koeffizienten  sämtlich  verschwinden,  was  hier  aus- 
geschlossen ist.  Es  gibt  demnach  in  K.[Q)  eine  ganze  Zahl  ̂   von  der 

Eigenschaft,  daß 

0<:Nm^i  =  ||7?r<y5  (10) 

ist.  Da  nun  die  Norm  einer  von  Null  verschiedenen  ganzen  Zahl  eine 

rationale  ganze  Zahl  +0  ist-(^vgl.  S.  123j,  so  ist  dabei  notwendig 

und  daher  folgt  aus  (10): 

D>1. 
Mithin  muß  J)  mindestens  eine  Primzahl  als  Faktor  enthalten. 

Im  zweiten  Falle,  D  <  0,  zerlegen  wir  die  Formen  |,  »/  in  ihre 
reellen  und  imaginären  Bestandteile,  wie  folgt: 

Die  drei  reellen  Formen  qp,  ̂ ,  %  haben  sodann  dem  Betrage  nach 

dieselbe  Determinante  wie  die  Foi-nien  |,  /;,  %  (vgl.  Kap.  III  §  8),  und 
indem  wir  auf  sie  wieder  den  vorhin  herangezogenen  Satz  anwenden, 
erkennen  wir,  daß  drei  ganze  rationale  Zahlen  x,  y,  z  existieren 
müssen,  die  nicht  alle  verschwinden  und  für  welche 
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i^l<|/3^,    -^  <y^^,    ̂   ̂ |Air^  (12) 
wird.     Für    drei    solche    Werte  x,  y,  s    wird    somit,    mit    Rücksicht 
noch  auf 

ll,g|  =  ?l±*:|g| 
und  darauf,  daß   |,  ri,  t,  für  eben   diese  x,  y,  z  von  Null  verschieden 
ausfallen  müssen,  die  Ungleichunof  bestehen: 

0<|Nm^    =i5'/el<y-l>; 
da  nun  gleichzeitig 

l^INm^I 
wird,  so  folgt  hiemach: 

K  -  A 
was  zu  zeigen  war. 

Mit  Hilfe  entsprechender  unter  den  in  Kap.  III  §§  9,  10  ge- 
wonnenen Sätzen,  zu  welchen  uns  die  Betrachtung  des  Oktaeders  und 

des  Doppelkegels  geführt  hat,  lassen  sich  für  die  Beträge  der  Dis- 
kriminanten kubischer  Körper  höhere  untere  Grenzen,  als  die  niemals 

angenommene  Grenze  1 ,  angeben.  Im  ersteren  der  beiden  unter- 
schiedenen  Fälle  (D  >  0)  können  wir  auf  die  Formen  §,  ?/,  t,  den  Satz 
XVir  anwenden;  darnach  gibt  es  rationale  ganze  Zahlen  x,  y,  z,  die 
nicht  alle  verschwinden  und  für  welche 

wird;  hieraus  folgt: 

^^'"^  i)^21.  (13) 

Im   zweiten   Falle   {D  <  0 )   gibt  es  nach   dem  Satze  XYIII'  rationale 
ganze  Zahlen  x,  y,  z,  die  nicht  alle  verschwinden  und  für  welche 

wird;  daher  ist  im  zweiten  Falle 

64    ' 

also 

-D>  13.*)  (14) 

Die  hier  durchgeführte   Betrachtung  läßt   sich   auch   auf  Körper 

*)  Tatsächlich  ist  nicht  21  resp.  —  13,  sondern  49  resp.  —  23  der  absolut 
kleinste  Wert,  welchen  eine  positive  bzw.  negative  Diskriminante  eines  kubischen 
Körpers  annehmen  kann. 

Minkowski,  diophant.  Approximationen.  9 
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beliebig  hohen  Grades  in  Anwendung  bringen.     Man  findet  dann  all- 

gemein, daß 

XXXI.  fnr  eiii'^ii  Körper  n-ten  Grades,  hei  welchem  die  erzeugende 

irreduzihJe  Gleichung  n-fen  Grades  2s  imaginäre  und  n  —  2s  reelle 
Wxirzeln  h(d, 

^>[(v)-r:^^-^„J >(Ty 
e 

2  7tn 
(15) 

ist.  *)  Diese  untere  Grenze  von  D  \  ist  eine  mit  der  Zahl  n  über 
jede  Grenze  hinaus  wachsende  Größe,  so  daß  zu  jeder  noch  so  großen 

positiven  Zahl  G  sich  eine  ganze  positive  Zahl  n  derart  angeben 

läßt,  daß  bei  den  Körpern  höheren  als  n-ten  Grades  Diskriminanten 
von  einem  Betrage  <  G  gewiß  nicht  vorkommen. 

§  5.    Endlichkeit  der  Anzahl  der  zu  gegebener  Diskriminante 
gehörigen  Körper. 

XXXII.  Es  gibt  nur  eine  endliclie  Anzahl  von  lubiscJien  Körperrif 

welche  eine  gegebene  Zahl  D  zur  Bishriminante  haben. 

Ehe  wir  diesen  Satz  beweisen,  suchen  wir  zunächst  die  folgende 

Frage  zu  entscheiden:  Wenn  co  irgend  eine  Zahl  im  kubischen  Körper 

K{d)  ist,  unter  welchen  Umständen  wird  dann  der  aus  co  hervor- 

gehende Rationalitätsbereich  K(co)  mit  dem  Körper  K{B)  zusammen- 
fallen? 

AVie  bei  (4)  ausgeführt  wurde,  genügt  jede  Zahl  aus  K{d)  einer 

rationalzahligen  kubischen  Gleichung,  die  irreduzibel  oder  reduzibel 

sein  mag,  ist  also  der  Körper  K(co)  höchstens  vom  Grade  3.  AVenn 

nun  K((o)  =  K{d)  sein  soll,  so  müssen  insbesondere  die  Zahlen  1,  6,  6^ 
durch  die  Zahlen  1,  co,  (o~  linear  homogen  mit  rationalen  Koeffizienten 
darstellbar  sein;  hieraus  folgern  wir  leicht  durch  Heranziehung  der 

zu  den  in  Rede  stehenden  konjugierten  Zahlen,  daß  dann  die  Deter- 

minante A  (1,  ö,  6'-)  (siehe  S.  126)  sich  als  Produkt  der  Deter- minante 

1,     w,      co- 

A(l,  cj,  w-J  =    1,     to',     co''    =  —  (fo  —  co')  (co  — £0  ")  («'— oj") 

I  1,       CO  ",     CO  ""  j 
in  eine    rationale  Zahl   darstellen  muß.     Darnach   muß  dann  die  De- 

*)  Zur  Ableitung  dieses   Satzes  vgl.  Minkowski,    Geometrie  der  Zahlen^ S.  134. 
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terminante  A(l,ca,M-)  notwendig  =4=0  und  also  müssen  die  Zahlen 

CO,  co',  co"  untereinander  verschieden  sein.  Ist  umgekehrt  die  letztere 

Bedingung  erfüllt  und  damit  auch  A  (1,  w,  to^)  =)=  0,  so  ist  die  besagte 
lineare  Darstellung  von  1,  d,  6-  durch  1,  co,  03^  dann  immer  möglich 
und  daher  der  Rationalitätsbereich  K{co)  mit  dem  Körper  K(6) 
identisch. 

Jetzt  sei  eine  ganze  rationale  Zahl  D=4=0  vorgelegt;  vrir  fragen, 
ob  es  kubische  Körper  mit  der  Diskriminante  D  gibt.  Nehmen  wir  an, 

es  sei  K{0')  ein  solcher  Körper,  co^,  (0.2,  CO3  eine  Basis  in  demselben, 
^  =  xo)^  -\-  y cj^ -\-  z 03^  die  zugehörige  Basisform;  ferner  seien  ij,  t,  nach 

(8)  die  dem  |  entsprechenden  Basisformen  in  den  zu  K(6)  konju- 
gierten Körpern. 

Ist  D  >  0,  sind  also  '^,  )/,  t,  sämtlich  reelle  Formen,  dann  gibt 
es  nach  dem  Satze  auf  Seite  19  rationale  ganze  Werte  x,  y,  z,  die 
nicht  sämtlich  verschwinden  und  für  welche 

^    <1,      V<1,    ̂ ^^^  (16) 

wird;  andererseits  muß  für  diese  Werte  x,  y,  z 

U^^l^i  (17) 
sein;  daher  wird  zugleich  notwendig 

1^    >1 und  also  %  sicherlich  von  t,  und  »^  verschieden  ausfallen.  Infolgedessen*) 
wird  die  erhaltene  ganze  Zahl  §  nach  dem  kurz  vorhin  Gesagten  in 
ihrem  Rationalitätsbereich  K{  | )  den  Körper  ̂ (  Q)  vollständig  erzeugen. 

Nun  folgen  aus  den  Ungleichungen  (16)  obere  Grenzen  für  die  Beträge 
der  rationalen  ganzen  Koeffizienten  in  der  Gleichung 

hierin  unter  ̂ ,  )^,  t,  die  eben  ermittelten  speziellen  Werte  verstanden; 

für  diese  Gleichung  und  also  auch  für  den  Wert  von  l  hierin  kommen 

darnach  bei  gegebenem  J)  von  vornherein  nur  eine  endliche  Anzahl 

von  Möglichkeiten  in  Betracht;  daher  kann  es  auch  nur  eine  endliche 

Anzahl  von  kubischen  Körpern  mit  der  positiven  Diskriminante  D 

geben. 

Im  Falle  D  <  0  seien  l  =  ?HiJl^    ̂   =  ̂ ^lll-  die    zwei    imagi- 
1/2  )/2 

nären  und  ̂   die  reelle  der  drei  konjugierten  Basisformen.    Wir  wen- 

*)  Von  selbst  kann  nunmehr  auch  nicht  ̂   =  rj  sein.  Denn  die  Gleichung 

(t  —  ̂ )(t—r^{t  —  t)  =  0  ist  entweder  irreduzibel  und  sind  '£,,  (^,  J  durchweg  ver- 
schieden,  oder  es  ist  wenigstens   eine  Wurzel  darunter  rational  und  dann  gilt 

9* 
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den  den  ei-wähnten  Satz  von  S.  19  diesmal  auf  die  Formen  cp,  — —     ,^, 

unter  Auszeichnung   der    zweiten   Form,  au;    darnach    gibt   es    ganze 
rationale  Werte  x,  y,  z ,  die  nicht  sämtlich  verschwinden  und 

ergeben.     Andererseits  wird  für  diese  Werte  x,  y,  z 

sein,  und  darin  haben  wir 

ii=,,i=y^ 

ii,=
 

Hieraus  folgt,   mit  Rücksicht  auf  die  dritte  der  Ungleichungen  (18j, 

und  alsdann,  mit  Rücksicht  auf  die  erste  der  Ungleichungen  (18), 

|^|>1; 
es  sind  daher  §  und  ̂   untereinander  verschieden,  andererseits  beide 

von  t,  verschieden,  so  daß  die  erhaltene  Zahl  'S,  in  ihrem  Rationalitäts- 
bereiche den  Körper  Kid)  vollständig  erzeugen  wird.  Hieraus  folgt 

auf  Grund  derselben  Überlegung,  wie  vorhin,  die  Richtigkeit  des  zu 
beweisenden  Satzes. 

Bei  Körpern  höheren  als  dritten  Grades  wird  der  Beweis  des  zu  XXXU 
analogen  Satzes  denselben  Gedankengang  befolgen.  Nur  kommt  da, 
wenn  man  nach  den  zur  Erzeugung  eines  Körpers  geeigneten  Zahlen 

desselben  fragt,  deutlicher  als  schon  vorhin  noch  ein  besonderer  Um- 
stand in  Betracht,  der  jetzt  an  dem  Beispiel  eines  Körpers  vierten 

Grades  beleuchtet  werden  möge.  Dieser  entspringe  aus  einer  Zahl  6 

und  es  seien  d\  ß",  6'"  die  übrigen  Wurzeln  der  irreduziblen  Glei- 
chung für  ö;  a  =  %'B)  sei  eine  Zahl  in  Kid)  und  die  dazu  konjugierten 

Zahlen  seien  w'=  xiß'),  co" ^  xiß")y  ̂ "  =  xi^"')-  Finden  sich  unter 
diesen  vier  Zahlen  irgendwie  zwei  gleiche,  so  wird  die  biquadratische 
rationalzahlige  Gleichung,   der  diese  Zahlen  genügen, 

F{t)  =  (t  —  a){t-  (o')  (f  -  ö")  it  —  «"' )  =  0 
reduzibel.  Ist  nun  gif)  irgend  ein  irreduzibler  Faktor  der  linken 
Seite  und  etwa  so,  daß  für  ihn 

^(«)  =  ̂ [;c(ö)]  =  o 

ist,  so  folgt  dann,  da  die  Gleichung  mit  den  Wurzeln  ö,  Ö',  ö",  ö"' 
irreduzibel  ist,  auch 
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SO  daß  notwendig  jeder  irreduzible  Faktor  von  F(t)  auf  g(t)  hinaus- 
kommt, daher  F{t)  als  eine  Potenz  von  f/(t)  erscheint.  Wenn  also 

nuter  den  Werten  co,  co',  co",  co'"  sieh  zwei  gleiche  finden,  so  kommt 
jeder  Wert  darunter  gleich  oft  vor,  also  insbesondere  a  selbst  not- 

wendig mehr  als  einmal.  Um  sicher  zu  sein,  daß  K{(o)  mit  K(6) 
identisch  ist,  genügt  es  danach  festzustellen,  daß  die  eine  Zahl  to  von 
jeder  der  zu  ihr  konjugierten  verschieden  ist. 

Diese  Überlegung  gilt  analog  für  Körper  beliebig  hohen  Grades. 
Ein  Körper  von  einem  Grade  n  wird  durcb  eine  beliebige  solche 

unter  seinen  Zahlen,  die  von  den  sämtlichen  n  —  1,  zu  ihr  bezüglich 
des  Körpers   konjugierten  Zahlen   verschieden   ist,  vollständig  erzeugt. 

Um  nun  den  Satz  XXXII  für  einen  Körper  beliebigen  Grades  n  zu 
erzielen,  kann  man  ähnlich,  wie  bei  kubischen  Körpern,  verfahren, 
unter  Anwendung  des  Satzes,  daß  man  bei  n  reellen  linearen  Formen 
mit  der  Determinante  1  durch  gewisse  ganzzahlige  rationale  Werte  der 

Variablen,  die  nicht  alle  verschwinden,  n  —  1  Formen  dem  Betrage 
nach  <  1  und  die  n-te  noch  ̂   1  machen  kann.  Dabei  hat  man,  von 
den  Basisformen  der  n  konjugierten  Körper  ausgehend,  entweder,  wie 
bei  kubischen  Körpern  mit  positiver  Diskriminante,  die  Basisform 

irgend  eines  reellen  Köi-pers  oder,  wie  bei  kubischen  Körpern  mit 
negativer  Diskriminante,  den  imaginären  Teil  der  Basisform  eines 

komplexen  Körpers  mit  geeignetem  Faktor  als  die  n-te  Form  ein- 
zurichten, um  dann  mit  Sicherheit  auf  eine  Zahl  des  vorgelegten 

Körpers  zu  kommen,  die  von  allen  zu  ihr  konjugierten  verschieden  ist. 

§  6.     Einheiten. 

Unter  einer  Einlieit  versteht  man  eine  ganze  algebraische  Zahl, 
deren  reziproker  Wert  ebenfalls  eine  ganze  Zahl  ist. 

Es  ist  einleuchtend,  daß  ein  Produkt  beliebig  vieler  Einheiten, 
ebenso  eine  Potenz  einer  Einheit  mit  beliebigem  rationalem  ganzem 
Exponenten  stets  ebenfalls  eine  Einheit  ist. 

Genügt  eine  Zahl  8  einer  irreduziblen  Gleichung 

«o6'+  «i£'-^H   h  ö;_i£  +  a,  =  0,      (rto>0) 

deren  Koeffizienten  ganze  rationale  Zahlen  sind,  so  ist  die  daraus 
folgende  Gleichung  für  \  t, 

(h  ())'+«/-!   (y/'V-  ••  +  «!«  +  «0  =  0 ebenfalls  irreduzibel;  wenn  nun  t  eine  ganze  Zahl  ist,  so  haben  wir 
«0=1,  und  wenn  le  ebenfalls  eine  ganze  Zahl  ist,  gleichzeitig 
«j  =  +  1.  Mit  6  zugleich  sind  dann  alle  Wurzeln  der  Gleichung 
Einheiten. 
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§  7.    Eiuheitswurzeln  in  einem  Zahlkörper. 

Es  sei  s  eine  Einheit  in  einem  Körper  K{d),  den  wir  diesmal 

als  biquadratischen  Körper  annehmen  wollen;  s',  s",  s"'  seien  die  zu  s 
konjugierten  Zahlen  bzw.  in  den  zu  K{0)  konjugierten  Körpern  K{6'), 
K{6"),  K{6"')]  alsdann  sind  l/s,  1/s",  1/s'"  zu  1/s  konjugiert  und 
daher  ebenfalls  ganze  Zahlen,  mithin  stellen  auch  e',  s",  e"  Einheiten 
vor.  Da  nun  se'e'e"  und  l/££'f"f"'  ganze  und  zugleich  rationale,  folg- 

lich ganze  rationale  Zahlen  sind,  so  muß  notwendig 

Nm£  =  ss's's"  =  ±  1  (19) 
sein.  Die  letztere  Relation  ist  nun  entweder  so  möglich,  daß  jede 

der  vier  konjugierten  Einheiten  dem  Betrage  nach  =  1  ist,  oder  so, 
daß  ein  Teil  darunter  dem  Betrage  nach  >  1,  ein  anderer  Teil  <  l  ist. 

Wir  wollen  uns  zunächst  mit  den  Einheiten  spezieller  Art  be- 
schäftigen, für  welche  alle  konjugierten  Werte  Beträge  1  haben.  Ist 

eine  der  konjugierten  Einheiten  dabei  reell,  so  ist  sie  notwendig  -f-  1 
oder  —  1  und  daher  sind  dann  auch  die  zu  ihr  konjugierten  Einheiten 
sämtlich  =  -f  1  resp.  sämtlich  =  —  1.  Die  zwei  Werte  +  1  kommen 
otfenbar  unter  den  Einheiten  eines  jeden  Körpers  vor,  und  wenn  der 

Körper  reell  ist,  so  sind  dies  die  einzigen  in  ihm  vorhandenen  Ein- 
heiten von  der  speziellen  hier  betrachteten  Art.  Dagegen  kann  es 

in  einem  komplexen  Körper  unter  Umständen  außer  diesen  zwei  noch 
weitere,  komplexe  Einheiten  von  jener  speziellen  Art  geben. 

XXXIII.  Wir  werden  nun  beweisen,  daß  die  Anzahl  sämtlicher 
im  Körper  vorhandener  Einheiten  von  der  besonderen  Art,  daß  sie  mit 
allen  konjugierten  Einheiten  Beträge  1  aufiveisen,  stets  endlich  ist,  ferner, 
daß  diese  besonderen  Einheiten  laider  Einheitsivurzeln  sind,  d.  h.  Zahlen, 
welche  zu  bestimmten  ganzzahligen  Exponenten  erhoben   1  ergeben. 

Für  den  Beweis  nehmen  wir  K{d),  wie  oben,  als  biquadratischen, 
und  zwar  als  einen  komplexen  Körper  an;  der  Beweis  wird  sich  ohne 
weiteres  auf  Körper  beliebigen  Grades  übertragen  lassen.  Denken 
wir  uns  in  Kid)  irgend  zwei  Einheiten  e,  //  derart,  daß  für  sie  und 
die  dazu  konjugierten  Werte 

|£|  ==  1,    \8\  =  \,    |£"i  =  1,    \b"\  =  1,  (20) 

1^1  =  1,  |VI  =  1,  iV'l  =  l,  1'/";  =  !  (21) 
gelte,  und  nehmen  wir  an,  es  sei  1]  nicht  nur  von  s,  sondern  auch 

von  —  E  verschieden;  dann  wird  auch  )/4=  ±  «',  »/ '+  ±  «">  '/"  =t=  ±  ̂ " 
sein.*)     Alsdann  ist 

*)  Hieraus  ist  evident,  daß  zugleich  mit  dem  angenommenen  komplexen 
K[B)  auch  alle  dazu  konjugierten  Körpei'  komplex  zu  denken  sind,  wofern  über- 
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und  ebenso  sind  die  Größen  — '-^ — ,  2  "     »  2  sämtlich 
>  0  und  <  1.     Infolgedessen  ist  weiter 

0<    Nm^7'    <1 
und  es  kann  daher -^(7;  —  f)  keine  ganze  Zahl  sein.  Stellen  wir  also  e,  >/ 
durch  eine  Basisforni  des  Körpers  dar,  etwa 

worin  p,  </,  .  .  .,  s*  ganze  rationale  Zahlen  sind,  so  dürfen  sich  hier  die 

Größen     -— ,  ̂      ,    — s — ?        9   "  nicht  sämtlich  als  ganze  Zahlen 

erweisen,  und  wenn  wir  sonach  die  echten  Reste  der  Zahlen  2h  %  '>%  s, 
ebenso  jene  der  Zahlen  p*,  q*,  t*,  s*  mod.  2  bilden,  dann  müssen  die 
beiden  so  erhaltenen  Restequadrupel  voneinander  verschieden  ausfallen. 
Zu  einem  vorgegebenen  Restequadrupel  von  vier  Zahlen  p,  q,  r,  s 

mod.  2  kann  somit  in  der  soeben  gekennzeichneten  Weise  nur  ent- 
weder ein  Paar  von  Einheiten  der  betrachteten  Art  in  K(d)  gehören, 

und  zwar  werden  dies  dann  zwei  entgegengesetzte  Einheiten  sein, 
oder  es  gehört  zu  dem  Restequadrupel  keine  derartige  Einheit  in 

K(d).  Nun  gibt  es  derartiger  Restequadrupel  im  Ganzen  2^;  dabei 
erscheint  noch  das  Restequadrupel  (0,  0,  0,  0)  ausgeschlossen,  da  sonst 
die  Hälfte  der  ihm  zugehörigen  Einheit  eine  ganze  Zahl  wäre,  was 
nicht  möglich  ist,  indem  die  Norm  der  Hälfte  einer  Einheit  sicher 
<  1  ist.  Hieraus  folgt  als  erstes  Resultat,  daß  ein  biquadratischer 

Körper  gewiß  nicht  mehr  als  2  (2^  —  1)  Einheiten  s  von  der  Eigen- 
schaft (20),  also  jedenfalls  nur  eine  endliche  Anzahl  solcher  Einheiten 

enthalten  kann. 

Bilden  wir  nun  aus  einer  derartigen  Einheit  s  die  Potenzen 

1,  s,  «-,  £^,  .  .  .,  so  ist  jede  derselben  wieder  eine  Einheit  von  dem 
gleichen,  durch  (20)  bezeichneten  Charakter;  wir  müssen  daher  unter 
diesen  unbegrenzt  vielen  Potenzen  auch  gleiche  Zahlen  vorfinden.  Sei 
also  etwa  einmal 

s''  =  t\     0  ̂   //  <  Ä-; 
dann  folgt  daraus: 

£*-''  =  1, 

d.  h.  £  ist  eine  Einheitswurzel,  was  zu  beweisen  war. 

haupt  komplexe  Einheiten  jener  besonderen  Art  in  K{6)  möglich  sein  sollen; 

denn  wäre  z.  B.  Kid'")  reell,  so  wären  darin  notwendig  nur  die  zwei  Einheiten 
-|-  1  und  —  1  vorhanden,  es  könnte  also  nicht  t]'"  4=  +  a'"  sein. 
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Die  hier  durchgeführte  Abzahlung  der  Einheiten  von  der  Art  (20) 
in  einem  biquadratischen  Körper  ist,  geometrisch  ausgelegt,  im  Wesen 
mit  der  in  Kap.  111,  §  6  vorgenommenen  Abzahlung  der  Gitterpunkte 
auf  einem  iHf- Körper  gleichbedeutend. 

§  8.     Existenz  der  von  EinheitsAvnrzeln  verschiedenen  Einheiten 
in  einem  Körper. 

Wir  gehen  nun  zur  Behandlung  derjenigen  Einheiten  über,  die 
keine  Einheitswurzeln  sind. 

Mit  ÄusuaJime  der  komplexen  quadratischen  Körper  (und  selbstver- 
ständlich auch  des  Körpers  der  rationalen  ZaJden)  enthält  jeder  Körper 

Einheiten,  die  nicht  Einheitsivurzeln  sind,  und  zwar  in  unendlicher 
Anzahl;  diese  Einheiten  lassen  sich  aber  immer  aus  einer  endlichen 

Anzahl  (jew isser  unter  ihnen  durch  bloße  Amvendung  der  Potenzierung 

■und  Multiplikation  erzeugen. 
Diesen  fundamentalen  Satz  hat  zuerst  Dirichlet  geg-eben.  Durch 

Verwendung  der  geometrischen  Hilfsmittel,  welche  hier  im  zweiten 
und  dritten  Kapitel  entwickelt  worden  sind,  wird  sich  der  Beweis  des 
Dirichletschen  Theorems  sehr  durchsichtig  gestalten. 

Wir  nehmen  wieder  das  Beispiel  eines  kubischen  Körpers  K[ß) 

auf;  K(B'),  K[ß")  seien  die  dazu  konjugierten  Körper.  Von  den  drei 
Körpern  ist  immer  wenigstens  einer  reell;  es  sei  dies  etwa  der  Körper 

K{Q).  In  K{0)  gibt  es  alsdann  außer  4-1,  —  1  keine  weitere  Ein- 
heit, die  eine  Einheitswurzel  wäre  (vgl.  §  7). 
Es  sei  zunächst  K{6)  ein  Körper  mit  positiver  Diskriminante, 

so  daß  auch  KiB")  und  K{d")  reell  sind.  Wir  bilden  konjugierte 
Basisformen  in  diesen  drei  Körpern, 

t]  =  xc3^'-\-  y(o^'-\-  zo^,  (22) 

i  =  .T«/'+  y  «2"+  ̂ «3',' 
beziehen  mittels  derselben  die  ganzen  Zahlen  in  diesen  Körpern  in 
bekannter  Weise  auf  das  Gitter  in  x^  y,  z  (vgl.  §  2)  und  betrachten 
in  dem  letzteren  das  von  den  sechs  Ebenen 

^  =  ±1,      r;  =  +  l,      f=±l  (23) 

begrenzte  Parallelepiped  (Fig.  68).  Dieses  Parallelei)iped  kann  im 
Inneren  außer  dem  Mittelpunkte  keinen  weiteren  Gitterpunkt  ent- 

halten; denn  drei  ganze  konjugierte  Zahlen  (22),  wenn  sie  von  Null 
verschieden  sind,  können  nicht  sämtlich  dem  Betrage  nach  <  1  sein, 
indem  sonst  der  Betrag  ihrer  Norm  |  ^?/J:|,  >  0  und  <  1  werden  würde, 
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was  ausgeschlossen  ist.  Auf  der  Begrenzung  unseres  Parallelepipeds 
werden  sich  in  zwei  gegenüberliegenden  Eckpunkten  Gitterpunkte, 

etwa  {Xq,  (/„,  Zq)  und  {~Xq,  —  y^,  —  ̂ 'o),  befinden;  diese  entsprechen  näm- 
lich den  zwei  einzigen  Einheitswurzeln  in  K(d), 

resp.  diesen  selben  Einheitswurzeln  in  K(ß'),  K{ß").  Da  ferner  jede 
ganze  Zahl  in  einem  Körper  nur  auf  eine  Weise  durch  eine  Basis- 

form mit  rationalen  Argumenten  darstellbar  ist,  so  kann  auch  keine 

Seitenfläche  des  Parallelepipeds  mehr  als  nur  einen  Gitterpunkt  ent- 
halten; infolgedessen  werden  jene  zwei  Eckpunkte  die  einzigen  Gitter- 
punkte außer  0  im  Parallelepiped  sein. 

Um  nun  zu  einer  ersten  solchen  Einheit  in  K(d),  welche  keine 
Einheits Wurzel  ist,  zu  gelangen,  entfernen  wir  die  zwei  Seitenflächen 

I  =  +  1  des  Parallelepipeds  parallel  mit  sieh  selbst  und  zueinander 
symmetrisch  in  bezug  auf  0  von  dem  Parallelepiped  kontinuierlich 
fort,  und  zwar  so,  daß  sie  beständig  im  Inneren  der  von  den  Ebenen 

r/  =  +  l,  ̂ =  +  1  begrenzten  parallelepipedischen  Röhre  bleiben,  — 
so  lange  bis  eine  davon,  etwa  die  frühere  Seitenfläche  |  =  1,  inner- 

halb der  Röhre  auf  einen  neuen  Gitterpunkt,  (x^,  y^,  2^),  stößt,  was 
infolge  des  Satzes  X  (S.  60)  sich  notwendig  einmal  ereignen  muß;  der 
erhaltene  Gitterpunkt  [x^jy^jS^)  liefert  eine  zugehörige  ganze  Zahl 

5'l  =  -^1  «1  +  Vi  "2  +  -^  "3 

und  dazu  konjugierte  Zahlen  tj^,  f^.  Gleichzeitig  mit  diesem  Gitter- 
punkte kann  nun  kein  weiterer  in  die  besagte  Seitenfläche  hineinfallen, 

denn  sonst  wäre  dieselbe  Zahl  t,^  auf  zwei  verschiedene  Arten  durch 
die  Basisform  |  mit  rationalen  x,  y,  z  dargestellt.  Der  Gitterpunkt 

(^ij  ̂17  ̂ \)  li^o^  dabei  notwendig  im  Inneren  der  Seitenfläche  ̂   =  5^, 
d.  h.  es  ist  >^j|<l,  ̂ ^  <  1;  denn  läge  er  auf  dem  Rande  derselben, 

wäre  also  eine  der  Zahlen  j^j,  l^  gleich  1  oder  —  1,  so  würde  dies 
zu  einer  neuen  Darstellung  von  1  resp.  —  1  durch  eine  der  Basis- 

formen {'i'T)  mittels  rationaler  ,/•,  y.  z  führen.  Andererseits  liegt 
(^i>  ̂ 17  ̂ \)  i^^  keiner  Mittellinie  der  besagten  Seitenfläche,  d.  h.  es 

ist  -»^^  4=  0,  ̂ i4=0;  denn  drei  konjugierte  Zahlen  sind  entweder  alle 
=  0  oder  alle  4=  0.  Gleichzeitig  haben  wir  die  Seitenfläche  ^  =  —  1 
entsprechend  vom  Parallelepiped  entfernt,  bis  sie  durch  den  Gitter- 

punkt {—^\i  —y\i  —  ̂ \)  geht.  Wenn  wir  nunmehr  noch  die  vier 
Seitenflächen  >/==  +  !,  ̂  =  ±  1  parallel  mit  sieh  gegen  das  Innere 
des  zuletzt  entstandenen  Parallelepipeds  soweit  heranziehen,  bis  jede 

derselben  durch  den  ihr  näheren  der  zwei  Gitterpunkte  {x^,  j/j,  ̂ 'J, 
{—  x^,  —  y^,  —  2^)  geht,  dann  schließen  die  Ebenen 

l  =  ±li,     '/  =  ±'/n     ̂ =±^1  (24) 
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wieder  ein  Parallelepiped  ein,  welches  die  bezeichneten  zwei  Gitter- 
punkte zu  gegenüberliegenden  Ecken  hat,  außer  diesen  aber  und  dem 

Mittelpunkte  keine  weiteren  Gitterpunkte  enthält.  Infolgedessen  ist 

das  in  den  x-,  y-,  ̂f- Koordinaten  berechnete  Volumen  dieses  neuen 
Parallelepipeds  nach  dem  Satze  X  (und  XI)  im  dritten  Kapitel  <  8; 
dieses  Volumen  beträgt  aber 

sonach  ist 

Nun  entfernen  wir  weiter  die  Seitenflächen  §  =  ±  ii  in  ähn- 
licher Weise  wie  vorhin  vom  Parallelepiped  (24)  fort,  bis  die  erste 

davon  auf  einen  neuen  Gitterpuukt  {x.2,  y^,  z^)  stößt.  Es  treten  so- 
dann den  voriofen  cranz  analoge  Verhältnisse  ein  und  wir  erhalten  aus 

{x.2,  y.2' Z.2)  mittels  {22)  drei  konjugierte  ganze  Zahlen  'i.,,  y^,  S2  i^i  den 
drei  vorliegenden  Körpern  von  der  Eigenschaft,  daß 

ist.  Diesen  Vorjjang  können  wir  be- 
liebig  oft  wiederholen;  ein  Halt  kann 
ihm  nicht  geboten  werden,  da  für  jeden 
Gitterpunkt,  auf  den  wir  nach  und 
nach  kommen,  stets  »/ =H  0  und  ̂ 4=0 
wird. 

Wir  erhalten  auf  diese  Weise  eine 

unendliche  Folge  von  Tripeln  konju- 

gierter Zahlen  |^,  i],^,  i,^  von  der  Eigen- 
schaft, daß 

^     '/A-n    >       Sa  .  ̂  I  sa  +  1  I 
^h th+X (25) 

(/<  =  0,1,2,3,...) 
(26) 

ist.  Wiegen  {2Q)  müssen  sich  nun  unter  diesen  Tripeln  unendlich 
viele  befinden,  welche  einen  gleichen  Zahlenwert,  etwa  y,  als  Norm 
haben.  Wir  betrachten  nun  in  den  Darstellungen  aller  solcher  die 

Norm  N  aufweisender  Zahlen  'S,/^  durch  die  Basisform  ^  die  echten 
Reste  der  Koeffizienten  x,^,  y,^,  z,^  modulo  K\  dann  ist  klar,  da  die 
Anzahl  der  verschiedenen  unter  den  so  herauskommenden  Restetripeln 

jedenfalls  endlich  (<  N'^)  ist,  daß  wir  unter  den  besagten  'i,,^  gewiß einmal  auch  zwei  Zahlen 
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ß-  <  0 

mit   genau   identischen   derartigen  Restetripelu    antreffen    müssen,    so 
daß  also  die  drei  Quotienten 

^i—i>i^k       yi  —  Vk       Sj  —  ̂ k 

N     '         N     '         N 

ganze  rationale  Zahlen  sind  und  infolgedessen  die  Größe 

eine  ganze  Zahl  ist.     Alsdann  haben  wir: 

|^  =  l+p(o  =  l  +  );,e,o^. 

also   ist    die   Zahl   s  =  ̂ ;/5\.  ebenfalls   eine   ganze   Zahl   und   dabei   ist 

jNmf  =  ,,  =  1: 

folglich  ist  £  eine  Einheit   in  K(d)  vnd  )/Y'»/,t  =  £,  ̂,'tk  =  ̂ "  ̂^**^  ̂ ^^ 
dazu  Irmjufjierten  Einheiten  in  K{d')  resp.  K(d").    Dabei  gilt  wegen  (25) 

\s:>l,     \s'\<l,     \s'\<l,  (27) 
also  ist  diese  Einheit  sicher  keine  Einheitswurzel. 

Die  Rolle,  welche  bei  dieser  Betrachtung  den  Seitenflächen 

I  =  +  1  des  Parallelepipeds  (23)  zukam,  kann  auch  den  Seitenflächen 
1]  =  +  1  oder  jenen  f  =  ±  1  zugewiesen  werden.  Anstatt  der  vorhin 
erhaltenen  Einheit  s,  welche  den  Bedingungen  (27)  genügt,  gewinnt 
man  bei  der  ersteren  dieser  zwei  Modifikationen  eine  solche  Einheit  e, 

welche  den  Ungleichungen 

!5    <1,       e'>l,      e"    <1  (28) 

genügt,   bei   der   anderen   eine   solche    Einheit  s,   welche   den  Unglei- 
chungen 

\e    <1,     \s'   <1,     \8"\>1  (29) 
genügt. 

Damit  ist  bewiesen,  daß  jeder  hihische  Körper  mit  positiver  Dis- 
Jcriminante  Einheiten  hesitzt.  die  leine  Einheitsuurzehi  sind,  und  daß  er 

speziell  auch  drei  solche  Einheiten  enthalt,  die  nehst  ihren  konjugierten 
hzw.  den   Ungleichungen  (27),  (28),  (29)  genügen. 

Ist  jetzt  K{d)  ein  reeller  kubischer  Körper  mit  negativer  Dis- 

kriminante  D,  so  ist  von  den  entsprechenden  Basisformen  (2'2)  die 
Form  5  reell,  die  Formen  >/,  ̂   dagegen  sind  konjugiert -komplex,  also 
stets    ?;  I  =  I J;  .     Die  Gleichungen 
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-  1  ̂   5  ̂  1  ,       ̂ 1^1 

stellen  dann  den  Bereich  eines  elliptischen  Zylinders  dar  ̂ ^vgl.  Kap.  III, 
§  >>),  und  zwar  sind  die  Ebenen  der  Grundflächen  desselben  durch 

die  Mantelfläche  durch 

gegeben  l  Fig.  69).  Auf  den  Schnitträndern  der  Grundflächen  und  der 

Mantelfläche  liegen  zwei  Gitterpunkte,  {^Xq,  iJq,  Zq),  (— Xq,  —y^,  —  ̂ o)} 
so  daß 

+  (XqCO^   +  i/o«2   +  *0"3)  =  ±   1 

und  das  entsprechende  für  die  dazu  konjugierten  Formen  gilt.  Außer 
diesen  zwei  Gitterpunkten  können  die  Grundflächen  des  Zylinders 
keine  weiteren  Gitterpunkte  enthalten,  da  die  Zahl  1  nur  auf  eine 
Weise  durch  die  Basisform  ^  mittels  rationaler  x,  ij,  z  darstellbar  ist, 

und  auch  sonst  kann  der  Zylinder  außer  dem  Nullpunkte  keinen  wei- 

teren Gitterpunkt  enthalten,  da  für  einen  solchen  't,i}^  <  1  wäre,  was 
zu  dem  schon   oben  erwähnten  Widerspruche  führen  würde. 

Wir  entfernen  nun  die  zwei  Grundflächen  des  Zylinders  parallel 
mit  sich  selbst  vom  Nullpunkte  nach  beiden  Seiten  in  symmetrischer 
Weise  kontinuierlich  fort,  derart,  daß  sie  beständig  innerhalb  der 

zylindrischen  Röhre  ?/^=  1  bleiben,  —  so  lange,  bis  sie  innerhalb 
der  Röhre,  also  im  Gebiete  j  ?j  j  <  1  auf  neue  Gitterpunkte  ( x^ ,  ̂ j ,  z^, 

(  —  3^1,  —  ?/i,  —  ̂ i)  bzw.  stoßen.  Sind  1^,  i/^,  ̂ ^  resp.  —'^^,  —rj^,  —^^ 
die  diesen  letzteren  entsprechenden,  sicher  von  Null  verschiedenen 
Zahlen  in  den  vorliegenden  drei  konjugierten  Körpern,  so  erkennen 
Avir,  daß 

1<!|,|,      1>    r,,    >0 

ist.  Dabei  ist  der  neu  entstandene  Zylinder  wieder  ein  J/-Körper; 
ziehen  wir  nun  die  Mantelfläche  desselben  zu  einer  mit  ihr  homo- 
thetischen  Fläche  soweit  zusammen,  daß  die  neue  Fläche  durch  die 

Punkte  (x^,  y^,  z^),  (— x^,  —y^,  — z^)  geht,  so  wird  der  zuletzt  ent- 
stehende Zylinder,  gegeben  durch  die  Ungleichungen 

wieder  ein  Jf-Körper  sein  und  sonach  führt  die  Betrachtung  des  Vo- 
lumens dieses  Körpers  in  bekannter  Weise  zur  Ungleichung 

% 

Die  fortgesetzte  Wiederholung  des  dargestellten  Vorgangs  liefert 
alsdann    eine    unbegrenzte    Folge    von    nie    verschwindenden    ganzen 
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fio-Vo^^o) 

S  (^i'V"^>> 

7 

Zahlen  |,, ,  )],^ ,  ̂^  in  den  drei 

konjugierten  Körpern,  von  der 

Eigenschaft,  daß 

I  ̂  I  <:'  I  ̂       i I  ̂A  I  ̂   I  5a  + 1  I  ? 

''-'h\>   l'^A  +  l     , 
(I  ̂A  i   >  I  W,+l  :  ;) 

\iHniXn\<~Yi^ 
(/<  =  0,  1,  2,  3,  .  .  .) 

ist,  und  aus  diesen  Zahlen 
läßt  sich  in  derselben  Weise, 
wie  im  Falle  eines  kubischen 

Körpers  mit  positiver  Diskriminante,  ein  Tripel  derartiger  konjugierter 

Einheiten  «,  h,  e"  in  den  Körpern  K(d),  K{B'),  K(ß")  ableiten,   daß 

Fig.  69. 

ist. H>i.    l^'Ki, 

<1 
(301 

Verfolgt  man  nun  den  beschi'iebenen  Vorgang  in  umgekehrter 
Richtung,  indem  man  bei  einem  vorliegenden  Zylinder,  der  außer  0 
nur  auf  den  Schnitträndern  des  Mantels  mit  den  Grundflächen  Gitter- 

punkte enthält,  zunächst  die  Mantelfläche  solange  homothetisch  aus- 
dehnt, bis  'sie  zwischen  den  Grundflächen  auf  neue  Gitterpunkte 

stößt,  sodann  die  Grundflächen  gegen  den  Nullpunkt  heranzieht,  bis 
wieder  nur  auf  den  Schnitträndern  von  Mantel  und  Grundflächen 

Gitterpunkte  bleiben,  und  indem  man  hernach  diesen  Prozeß  ent- 
sprechend unbegrenzt  fortsetzt,  so  gelangt  man  zu  einem  Tripel 

solcher  Einheiten  s,  b,  s",  wofür 

ist. 

<1, >1; 

>1 

(31) 

So  zeigt  es  sich,  daß  auch  jeder  hibische  Körper  mit  negativer 
Diskriminante  außer  Einheitsaurzeln  (die  übrigens  diesmal  iciederum 
durch  +  1  schon  erschöpft  werden)  noch  andere  Einheiten  enthält,  icelche 

keine  Einheitsivurzeln  sind,  und  dabei  speziell  auch  zwei  solche  Ein- 
heiten enthält,  die  nebst  ihren  konjugierten  bztv.  den  UngleicJiungen 

(30),  (31)  genügen. 
Es  sei  noch  bemerkt,  daß  aus  einer  solchen  Einheit  s  in  einem 

kubischen  Köi-per,  welche  nebst  ihren  konjugierten  irgend  einem  der 
Ungleichungssysteme  (27),  (28),  (29),  bzw.  (30),  (31)  genügt,  durch 
Erhebung  in  die  2te,  3te,  ...  Potenz  lauter  verschiedene  und  dabei 

lauter  derartige  Einheiten  entstehen,  die  nebst  ihren  konjugierten  dem- 
selben Ungleichungssystem,  wie  s  mit  den  konjugierten,  genügen.  Daß 

dem  so  ist,  ist  ohne  weiteres  klar. 
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Die  hier  durchgeführten  geometrischen  Betrachtungen  lassen  sich 
ohne  weiteres  auf  Räume  beliebip;  vieler  Dimensionen  übertragen  und 

führen  zu  analogen  Resultaten  für  Zahlkörper  beliebigen  «-ten  Grades. 
Das  allgemeine  Ergebnis  lautet: 

XXXIA^.  In  einem  alfiehrakclten  ZahWörper  n-ien  Grades  <jiht  es 
immer  außer  den  in  endliclier  Anzahl  vorhandenen  Einheiiswurzeln 
noch  andere  Einheiten,  die  leine  Einheitsiburzeln  sind;  speziell  gibt  es 
im  Körper  immer  eine  solche  Einheit,  ivelche  selbst  einen  Befrag  >  1 

hat,  tvährend  die  zu  ihr  honjugicrten  Zahlen  in  den  honjugierien  Kör- 

pern, —  abgesehen  jedoch  von  dem  konjugiert-Jcomplexen  Körper,  falls 
der  gegebene  Körper  lomplex  ist,  —  lauter  Beträge  <  1  haben.  Eine 
Ausnahme  von  diesem  Satze  bdden  nur  die  (piadrati sehen  Körper  mit 
negativer  Diskriminante,  soivie  der  Körper  der  rationalen  Zahlen;  diese 
Körper  besitzen  außer  Einheitswurzdn  keine  weiteren  Einheiten. 

Die  aus  diesem  Satze  für  den  Zusammenhang  zwischen  den  Ein- 
heiten eines  und  desselben  Körpers  hervorgehenden  Konsequenzen 

werden  im  nächsten  Paragi*aphen  zum  Vorschein  kommen  und  ent- 
sprechend präzisiert  Averden. 

§  9.    Zusammenhang  zwischen  den  Einheiten  eines  Körpers. 

Wir  werden  nun  zeigen,  daß  sämtliche  Einheiten  eines  Körpers 

sich  als  Produlde  von  Potenzen  einer  bestimmten  endlichen  Anzahl  ge- 
eignet geivählier  unter  ihnen  mit  ganzzahligen  Exponenten  darstellen 

lassen.  Auch  diese  Tatsache  läßt  sich  am  einfachsten  durch  eine 

geometrische  Betrachtung  erschließen.  Da  es  aber  im  vorliegenden 
Falle  eine  zu  weitgehende  Spezialisierung  bedeuten  würde,  wollten 
wir  die  Entwicklungen,  wie  bisher,  auf  kubische  Körper  beschränken, 

—  da(kirch  würde  manches  wesentliche  Moment  verloren  gehen,  —  so 
wollen  wir  diesmal  unsere  Ausführungen  an  den  Fall  eines  biquadra- 

tischen Körpers  knüpfen. 

Wir  nehmen  als  Beispiel  zuerst  einen  reellen  biquadratischen  Kör- 
per K{d)  an,  welcher  zu  konjugierten  Körpern  ebenfalls  lauter  reelle 

Köi-per  K{e'),  K{e"),  K{e"')  habe.  Mit  denselben  Mittehi,  wie  im 
Falle  eines  kubischen  Körpers  mit  positiver  Diskriminante,  können 
wir  in  K{d)  die  Existenz  von  derartigen  vier  Einheiten  f^,  f^,  «g,  b^ 
nachweisen,  daß 

|fj>i,    |«/:<i,    |f/'|<i,    .h"\<^, 

fg  I    <    1  ,         i  fo'  1    >    1  7         i  h      I    <    1  J         I  h"  I    <    1  7 

i«4i<i,  >;i<i;  iCKi;  ici>i 



§  9.     Zusammenhang  zwischen  den  Einheiten  eines  Körpers. 143 

wird  (s.  das  allgemeine  Theorem  XXXIVj.  Wir  werden  nun  zeigen, 
daß  beliebige  drei  unter  solchen  vier  Einheiten  zu  einer  Darstellung 
sämtlicher  Einheiten  in  K(d)  in  der  oben  genannten  Weise  alsbald 
li  inführen. 

Zu  diesem  Zwecke  bilden  wir  für  irgend  drei  unter  den  vier 

Einheiten,  etwa  für  s^,  e^,  s^,  die  natürlichen  Logarithmen  der  Be- 
träge ,  reell  gedacht : 

log '^1  1  =  ̂ 1.     log   ̂i'    =Ky     log   ei"\  =  c„     log  f/"    =bi, 

logUal^'^i'?     log  I  fo' I  =  ̂^2  7     log  Uo"  1=^2,     log   «2'"  1=^2?    (^2) 

log:  «3!  ==«3;     loglfa'l  =  t^3.     log|VI  =  C3,     log   fs'"    =^3- 
Von  diesen  12  Werten  Qj,  B^,  .  .  .  bg  sind  dann  a^,  b»,  C3  sämtlich  >  0, 
alle  übrigen  Werte  sind  <  0  und  es  ist  dabei 

Ol  +  tii  +  q  +  \  =  0, 

a,  +  bg  +  C2  +  b2  =  0 , 

Q3  +  h  +  ̂z  +  bs  =  0. 

(33) 

Ol 

61 

Q.-, 

b. 

C2 

-b,' 
—  Ö-' 

-b. 

-t)    ' 

&3 

-b. 

Wir    werden   nun    zunächst   durch    eine  einfache  geometrische  Über- 
legung feststellen,  daß  die  Determinante 

(34) 

von  Null  verschieden  ist. 

In  der  Tat:  Diese  Determinante  hat  in  der  Hauptdiagonale  lauter 

positive  Elemente,  alle  übrigen  Elemente  sind  negativ  und  es  ist 
dabei  in  jeder  einzelnen  Horizontalreihe  wegen  (33)  die  Summe  der 
Elemente  =  1.  Wir  denken  uns  nun 

in  einer  Ebene  ein  gleichseitiges 
Dreieck  von  der  Höhe  1  gezeichnet 
und  setzen  als  Koordinaten  eines 
Punktes  in  der  Ebene  die  Abstände 
des  Punktes  von  den  drei  Seiten  des 

besagten  Dreiecks  fest,  wobei  wir 
einen  Abstand  positiv  oder  negativ 
zählen,  je  nachdem  wir,  das  Dreieck 
in  positiver  Richtung  umkreisend, 
den  Punkt  jeweils  links  oder  rechts 
von  der  betreffenden  Seite  antreffen 

(Fig.  70).    Die  Summe  der  drei  Ab-  Fig.  70. 
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stände  ist  dann  für  einen  beliebigen  Punkt  in  der  Ebene  nach  einem 

bekannten  Satze  gleich  der  Höhe  des  Dreiecks,  also  =  1.  Alsdann 

können  wir  die  drei  in  den  Horizontalreihen  von  (34)  stehenden  Wei-te- 
tripel  als  Koordinaten  von  drei  Punkten  im  obigen  Sinne  auffassen. 
Die  drei  Seiten  des  Dreiecks  teilen  nun,  verlängert,  die  ganze  Ebene 

in  7  Gebiete  ein,  deren  jedes  durch  ein  besonderes,  ihm  zukommen- 
des Tripel  von  Vorzeichen  der  Koordinaten,  wie  auf  Fig.  70  ersicht- 
lich, gekennzeichnet  ist.  Man  sieht  hiernach,  daß  die  drei  Punkte, 

die  wir  aus  den  drei  Zeilen  der  Determinante  (34),  wie  gesagt,  ab- 
leiten, bzw.  in  die  drei  an  die  Dreiecksecken  anstoßenden  Scheitel- 
räume zu  liegen  kommen;  infolgedessen  können  diese  drei  Punkte 

offenbar  nicht  in  einer  Geraden  liegen  und  daher  muß  die  Detenuinante 

(34)  notwendig  =t=  0  sein.*) 
Jetzt  erweist  sich  unmittelbar  auch  die  Determinante 

als  4=  0  und  wenn  wir  nun  in  einem  räumlichen  Parallelkoordinaten- 
system der  l,y),i  mit  dem  Nullpunkte  D  die  drei  Punkte  (a^,  i\,  q) 

=  ©1,  (Oa,  62,  C2)  =  ©2;  (Ö3?  ̂ 3,  Cg)  ==  (§3  fixieren,  so  werden  hiernach 

die  vier  Punkte  D,  G^,  ©3?  ̂ '3  Glicht  in  eine  Ebene  fallen.  Wir  leiten 
dann  aus  diesen  Punkten  vermöge  der  vektoriellen  Beziehung 

D®  =  X  •  D©i  +  9)  •  0^2  +  3  •  Dßs 

für  einen  variablen  Punkt  S  neue  Koordinaten  3£,  3),  3  ̂^7  welche 
mit  den  Koordinaten  x,  X),  j  durch  die  Beziehungen 

r  =  aiX  +  a23)  +  03,8, 

D  =  b,X +  62^^  +  ̂ )33,  (35) 

verbunden  sind,  und  gewinnen  zugleich  ein  dreidimensionales  Gitter 

in  y.,  3),  3;  indem  wir  de,  ̂ ,  3  ̂^^^  ganzen  rationalen  Zahlen  durch- 
laufen lassen.  Jedem  Punkte  (S  =  {X,  9),  3)  dieses  Gitters  ordnen 

wir  nun  durch  die  Bildung 

E^x,^Vs^B==a  (36) 

eine  Einheit  6  in  K{d')  zu:  für  dieselbe  ist  dann  jedesmal 

        logl<?|=i-,     log|(j'|=V;     log '<?":=  J- 
*)  Einen  arithmetischen  Beweis  des  hier  bewiesenen  Satzes  habe  ich  in  den 

Göttinger  Nachrichten,  Math.-phys.  Kl.  1900,  S.  90  gegeben.  Die  hier  dargelegte 
geometrische  Betrachtungsweise  liefert  eine  ganze  Reihe  von  Sätzen  über  das 
Nichtverschwinden  von  Determinanten  infolge  linearer  Bedingungen  für  die 
Koeffizienten. 



§  9.     Zusammenhang  zwischen  den  Einheiten  eines  Körpers.  145 

Durch  die  Form  (30)  werden  jedoch  im  allgemeinen  noch  nicht 

sämtliche  Einheiten  in  K(0)  erschöpft  sein:  bedeutet  nämlich  t  eine 

beliebige  Einheit  in  K{d),  so  wird  der  zur  Größe  x  im  Koordinaten- 
system der  r,  t),  j  vermöge 

log|T!=j:,     log|T'    =i;,     logt"!  =  5  (37) 
zugeordnete  Punkt  (r,  i),  j)  nicht  notwendig  ein  Gitterpunkt  in  H,  3),  3 
sein  müssen.  Es  ist  aber  leicht  festzustellen,  daß  die  cjesamte  Menge 

der  verschiedenen  Punkte  (r,  i),  5),  welche  in  der  hier  bezeichneten 

Weise  aus  den  sämtlichen  Einheiten  t  in  K{0^  hervorgehen,  ein 
Gitter  für  sich   bildet. 

Sind  nämlich  (r,  \),  5),  (r*,  i)*,  5*)  zwei  Punkte  dieser  Punkt- 

menge, etwa  den  Einheiten  t,  t*  bzw.  entsprechend,  so  gehört  der 

Pimkt  (r*  — r,  \f  —  \),  5*  —  5),  da  die  Größe  t*/t  ebenfalls  eine 
Einheit  ist  und  hier  auf  diesen  letzteren  Punkt  führt,  wiederum  der- 

selben Menge  an;  damit  besitzt  diese  Punktmenge  die  für  ein  Gitter 

notwendige  parallelogrammatische  Grundeigenschaft.*) 
Ferner  enthält  das  Grundparallelepiped  in  X,  p),  3>  gegeben  durch 

o^x<i,   o<:^j)<i,   o^3<i,  (38) 
nur  eine  endlicJie  Anzahl  von  Paukten,  die  durch  Einheiten  t  gemäß 

(37)  geliefert  werden.  Denn  liegt  für  eine  Einheit  r  der  zugehörige 

Punkt  (r,  i),  j)  im  besagten  Grundparallelepiped,  so  folgen  für  den 

Betrag  von  t  und  für  die  Beträge  der  zu  t  bzw.  konjugierten  Werte 

t',  r",  t'"  aus  den  Gleichungen  (35),  (37),  der  Gleichung 

\  TT'T"r'"  I  =   1 

und  den  Ungleichungen  (38)  bestimmte  obere  Grenzen:  aus  den  letz- 
teren lassen  sich  weiter  obere  Grenzen  für  die  Beträge  der  (rationalen 

ganzen)  Koeffizienten  in  einer  jeden  solchen  biquadratischen  Glei- 

chung entnehmen,  welche  ein  Quadrupel  von  Einheiten  t,  x,  x",  x'" 
von  der  bezeichneten  Art  zu  Wurzeln  hat;  aus  diesem  Umstände  folgt 

aber  unmittelbar  die  Endlichkeit  der  Anzahl  von  Quadrupeln  der  be- 
zeichneten Art,  sonach  auch  die  Endlichkeit  der  Anzahl  von  Punkten 

(j:,  X),  j),   welche  diesen  Quadrupeln  entsprechen. 

Nachdem  hiermit  gezeigt  ist,  daß  die  den  Einheiten  in  Kid)  ge- 

mäß (37)  entsprechenden  Punkte  (1:,  i),  §)  die  genannten  zwei  Eigen- 
schaften haben,  können  wir  nunmehr  die  gesamte  Menge  dieser 

Punkte  als  Gitter  mittels  der  schon  so  oft  verwendeten  Methode, 

durch    Adaption    an    das   enthaltene    Gitter    in    X,  ̂i),  3>    nachweisen. 

*)  Darunter  verstehen  wir  /.utreifendenfalis  die  Eigenschaft  einer  Punkt- 
menge, mit  drei  Ecken  eines  Parallelogramms  stets  zugleich  auch  die  vierte  zu 

enthalten. 

Minkowski,  diophant.  Approximationen.  10 
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Wir  suchen  unter  den  besagten  Punkten  drei  spezielle,  X^,  ̂'g,  Xg, 
heraus,  wobei  '2,  auf  der  Geraden  D(^i  dem  Punkt  D  am  nächsten 
liege  und  von  C  verschieden  sei,  Tg  '"  ̂ ^^*  Ebene  C®i©2  möglichst 
nahe  an  der  Geraden  D®,,  doch  außerhalb  derselben  liege,  ̂ 3  außer- 

halb der  Ebene  CCi'iG'^,  dabei  möglichst  nahe  an  derselben  liege; 

dann  geht  aus  dem  Tetraeder  C  2"i  2o  ̂ 3  vermöge  der  vektoriellen 
Beziehung 

CT  =  u  •  C2i  +  ü  •  C  T2  +  lü  •  0 13, 

Avorin  u,  u,  U)  alle  ganzen  rationalen  Werte  durchlaufen,  in  den 
Punkten  X  das  ganze  in  Rede  stehende  System  von  Punkten  und 
offenbar  als  ein  Gitter  hervor. 

Sind  nun  Tj,  Tg,  t.;  drei  Einheiten  in  K(0),  die  durch  ihre  Be- 
träge und  die  Beträge  der  dazu  bzw.  konjugierten  Einheiten  im  letzteren 

Gitter  der  u,  ü,  lü  eben  auf  die  drei  Punkte  T^,  T,'  ~3  ̂^^"^^-  hinführen, 
so  entspricht  einem  jeden  Gitterpunkte  (u,  v,  m)  in  dem  bezeichneten 
Gitter  vermöge 

eine  Einheit  r  in  K{ß);  umgekehrt  erscheint  einer  jeden  beliebigen 

Einheit  t  in  K(6)  ein  Gitterpunkt  (u,  ü,  w)  hier  eindeutig  derart  zu- 
geordnet, daß 

1^1  ^1    ̂ 2    ̂ 3 
oder 

|tt-"t-"t-'"    =  1 

ist  und  zudem  die  analogen  Gleichungen  für  die  zu  r  konjugierten 

Einheiten  t',  t"  und  —  wegen  j  tt't"t"'  |  =  1  —  sclüießlich  auch 
für  t"'  statthaben.  Nun  wird  tt~"t~''t~"'  ebenfalls  eine  Einheit  und 
da  nach  dem  soeben  Bemerkten  der  Betrag  derselben  und  jeder  der 

dazu  konjugierten  Zahlen  =  1  ist,  so  ist  diese  Einheit  notwendig  eine 
Einheitswurzel,  also  hier  (in  einem  reellen  Körper)  +  1;  wir  haben 
daher: 

T  =  '9-Ti"T2"t/,        0-  =  +   1. 

Hiermit  ist  der  folgende  Satz  bewiesen: 

XXXV.  In  einem  biquadratiscJien  Körper,  (velcher  reell  ist  und 
lauter  reelle  lonjugierte  Körper  hat,  lassen  sich  stets  drei  Einheiten 
dtrart  angeben,  daß  eine  jede  Einheit  des  Körpers  sich  in  eindeutiger 

Weise  als  ein  ProduJd  aus  einer  Einheitsaurzel  im  Köi-per  und  ans 
Potenzen  jener  drei  Einheiten  mit  irgendwelchen  rationalen  ganzzahligen 

Exponenten  darstellt.   — 
Wir  betrachten  nun  als  weiteres  Beispiel  einen  solchen  biquadra- 

tischen Körper  K(0),  welcher  selbst  reell  ist  und  unter  den  konju- 

gierten Körpern  einen  reellen,  K(0"'),  und  zwei  konjugiert- komplexe,. 
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K{6'),  K{6"),  hat.     In  diesem  Falle  kann  man  nach  Satz  XXXIV  in 
K{&)  drei  Einheiten  «j,  e^,  f^  derart  angeben,  daß 

i  «2  i  <    1 ,  ■? 2    I  =   I  'f  2        >   1  J        I  «2       I  <  1 7 

I  ^3  I  <  1 .       h\=    h"  I  <  1 ;       «3'"  I  >  1 
ist.     Alsdann  lassen   sich    sämtliche  Einheiten   in  K(ß)  durch    irgend 

zwei  dieser  Einheiten,  z.  B.  s^,  e^,  ableiten. 
Um  dies  darzutun,  bilden  wir  die  natürlichen  Logarithmen 

log  1  ^1  ;  =  Ol ,     log  i  «/    =  log  I  £/'  1  =  -i-bi ,     log  I  «/"  i  =  Ci 

log|«2    =^2,     loglV    =log|f2"    =  T^2.     log>2"'|  =  C2 
reell  genommen,  und  haben  dann: 

01  >  0,     bj  <  0,     q  <  0, 

02  <0,     62  >0,     C2<0; 

«1  +  K  +  ̂1  =  0, 
iio  +  bo  +  Co  =  0. 

(39) 

(40) 

(41) 

Wir  ordnen  hierauf"  in  einem  ebenen  Parallelkoordinatensystem 
der  x;,  i)  den  Einheiten  e^,  e^  bzw.  die  Punkte  (Sj  =  (üj,  bj,  ©2  =  (^^2?  ̂ 2) 
zu;  dieselben  liegen  mit  dem  Nullpunkte  D  nicht  in  einer  Geraden, 
da  wegen  (40) 

j  Ol,     bj 

I  Og,    bg 

+  0 
ist;  sonach  können  wir  aus  diesen  zwei  Punkten  durch  den  für  einen 

variablen  Punkt  <B  gemachten  Ansatz 

ein  zweidimensionales  Gitter  in  X,  3)  ableiten.  Ordnen  wir  nun  über- 

haupt einer  jeden  Einheit  r  in  K(d)  einen  Punkt  (r,  i))  in  der  Ko- 
ordiuatenebene  durch  die  Gleichungen 

r  =  log|T  ,     y  =  21og|r' 
zu,  dann  wird  die  Menge  der  so  erhaltenen  Punkte  im  allgemeinen 

nicht  vollständig  in  dem  Gitter  der  X,  3)  aufgehen;  doch  stellt  es 

sich  heraus,  daß  diese  Punktmenge,  in  der  jenes  Gitter  jedenfalls 

enthalten  ist,  als  Ganzes  wieder  ein  Gitter  bildet,  und  dieses  kann 

dann  in  der  bekannten  Weise  aus  zwei  entsprecliend  gewählten  Punkten 

Xj,  rtg  in  Verbindung  mit  O  abgeleitet  werden.  Sind  hernach  t^,  t.^ 

zwei  den  Punkten  'H^,  t»  bzw.  entsprechende  Einheiten  in  K(ß),  so 
zeigt  es  sich  analog,  wie  in  dem  vorhin  behandelten  Falle, 

10* 
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XXXV.     daß  Jede  Einheit  r  in  K{d)  in  der  Form 

darstellbar  ist.  uohei  ■9-  eine  Einheitswurzel  in  K{6),  also  hier  wiederum 

±  1   ist,  und  u.  u  (janze  rationale  Zahlen  sind.  — 
Die  hier  durchgeführten  Betrachtungen  lassen  sich  auf  K(»ri)er 

beliebig  hohen  Grades  übertragen.  Dabei  ist  nur  zu  bemerken,  daß 
in  solchen  Körpern,  welche  samt  allen  ihren  konjugierten  Körpern 
komplex  sind,  sich  unter  Umständen  auch  andere  Einheitswurzeln  als 
bloß  +  1  vorfinden  können.  Das  allgemeine  Resultat,  zu  dem  man 

gelangt,  lautet  dann,  wie  folget : 
XXX  VI.  Ist  K{6)  ein  Kor  per  n-ten  Grades  und  befinden  sieh 

unter  den  n  lonjugierten  Körpern,  von  denen  K{ff)  einer  ist,  insgesamt 

r  reelle  Körper  und  s  Paare  Jionjuf/iert-hmiplexer  Körper,  so  lassen 
sich  in  K{B)  r  -{-  s  —  1  Einheiten  (auf  unendlich  viele  Weisen)  derart 
angeben,  daß  jede  beliebige  EinJieit  in  K(ß)  sich  als  ein  Produkt  von 

Potenzen  dieser  r  +  s  —  1  Einheiten,  mit  jeweils  ganz  bestimmten  ganz- 
zahligen rationalen  Exponenten,  und  aus  einem  Zusatzfaktor,  bestehend 

in  einer  Einheitsivurzel  des  Körpers,  darstellt. 
Dieser  Satz  verliert  auch  für  den  Körper  der  rationalen  Zahlen 

und  für  quadratische  Körper  mit  negativer  Diskriminante  seine  Gültig- 

keit nicht,  indem  für  diese  Körper  r  -f-  -^'  —  1  =  ̂   ist. 
r  -\-  s  —  \  Einheiten  in  K{&)  von  der  bezeichneten  Art  nennt  man 

ein  System  von  Fundamentaleinheiten  des  Körpers.  . 



Fünftes  Kapitel. 

Zur  Theorie  der  Ideale. 

§  1.    Teilbarkeit  der  ganzen  Zahlen. 

Wenn  zu  zwei  ganzen  Zahlen  u,  ß  eine  dritte  ganze  Zahl  y  der- 
art existiert,  daß  a  =  ßy  ist,  so  sagen  wir,  daß  a  durch  ß  teilbar  ist 

und  nennen  dann  ß  einen   Teiler  von  u. 
Durch  eine  Einheit  ist  jede  fjanze  Zahl  teilbar.  Denn  ist  i  eine 

Einheit  und  a  eine  beliebige  ganze  Zahl,  so  sind  auch  1/«  und  {l!s)-u 

ganze  Zahlen-  wegen 
«  =  £.(--.  a) 

ist  dann  also  a  durch  «  teilbar. 

Wir  werden  nun  speziell  immer  die  Zahlen  in  einem  vorgegebenen 
algebraischen  Zahlkörper  K{ß)  ins  Auge  fassen. 

Aus  einer  Relation 
a  =  ßy 

in  K{ß)  folgen  die  analogen  Relationen 

a  =  ß'y,  ■  ■  ■ 

in  den  zu  K(6)  konjugierten  Körpern  K{d'),  .  .  .,  und  durch  Produkt- 
bildung geht  daraus  jedesmal  eine  entsprechende  Relation  zwischen 

den  Normen  von  a,  ß,  y,  and  zwar 

Nm  u  =  Nm  ß  Nm  y, 
hervor. 

Die  Zahlen  in  K(6),  welche  sich  aus  einer  von  Null  verschiedenen 

ganzen  Zahl  in  K(ß)  dadurch  ergeben,  daß  man  diese  Zahl  mit  den 

einzelnen  Einheiten  des  Körpers  multipliziert,  heißen  zueinander  asso- 
ziiert.    Assoziierte  Zahlen  haben  offenbar  stets  dieselben  Teiler. 

Wenn  wir  im  folgenden  von  echten  Zerlef/ungen  einer  von  Null 
verschiedenen  ganzen  Zahl  cc  in  Faktoren  im  Körper  K{0)  sprechen 
werden,  so  werden  wir  damit  derartige  Zerlegungen  a  =  ßy  meinen, 

wobei  ßy  y  dem  Körper  angehih-eu  und  ganze  Zahlen,  aber  keine  Ein- 
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heiten  sind,  ako  sowohl  |Nm/3  >  1,  wie  Nmy  |  >  1  ist.  Jede  solche 

von  Null  verschiedene  ganze  Zahl,  welche  im  Körper  keine  echte  Zer- 

legung besitzt,  also  nicht  anders  in  ganzzahlige  Faktoren  zerlegbar 

ist,  als  in  eine  zu  ihr  assoziierte  Zahl  und  eine  Einheit,  werden  wir 

kurzweg  eine  nicht  zerlecihnre  Zahl  (d.  h.  in  diesem  Körper  nicht 

zerlegbare  Zahl)  nennen. 

XXXVII.  Eine  von  Null  verschiedene  ganze  Zahl  eines  algehru- 
ischen  ZahWörpers  läßt  sich  stets  in  eine  endliche  Anzahl  von  nicht 

zerlegbaren,  diesem  Körper  angehörenden  ganzzahligen  Falforen  zerlegen. 

Dieser  Satz  folgt  unmittelbar  aus  der  analogen  Tatsache  für  den 

Körper  der  rationalen  Zahlen.  Damit  nämlich  in  K{d)  für  eine  ganze 

Zahl  «4=0  eine  Zerlegung  cc  =  ßy  statthabe,  muß,  wie  vorhin  aus- 

geführt, vor  allem 

Nmci  =  Nm/j  •  Nmy,       Nma    =    Nm/3    -    Nmy  | 

sein:  da  nun  bei  fortgesetzter  echter  Zerlegung  von  a  in  ganz- 
zahlige Faktoren  in  K{d)  und  damit  korrespondierend  von  Nma  in 

positive  rationale  ganze  Faktoren  die  letztgenannten  beständig  ab- 

nehmen, nie  aber  die  Einheit  erreichen  dürfen,  so  müssen  wir  schließ- 
lich dabei  zu  einer  Zusammensetzung  von  a  aus  einer  endlichen  Anzahl 

solcher  Faktoren   kommen,    die   in  K{d)   nicht  weiter  zerlegbar  sind. 

Jede  vorgelegte  Zerlegung  einer  ganzen  Zahl  können  wir  noch 
durch  Hinzufügen  von  Einheiten  zu  den  Faktoren  und  Umstellung 

der  Faktoren  modifizieren;  die  so  auseinander  abzuleitenden  Zer- 
legungen bezeichnen  wir  als   voneinander  nicJd   iresentlich  verschieden. 

Während  nun  jede  von  Null  verschiedene  ganze  rationale  Zahl 

wesentlich  nur  auf  eine  Weise  in  nicht  zerlegbare  ganze  rationale 

Faktoren,  nämlich  in  ihre  natürlichen  Primfaktoren  zerfällt*),  gilt  in 
algebraischen  Zahlkörpern  das  dieser  Tatsache  unmittelbar  Entsprechende 

im  allgemeinen  nicht:  in  einem  algeh'aischen  Körper  lann  unter  Um- 
ständen eine  gegebene  von  Null  verschiedene  Zahl  auf  mehrere,  tresent- 

lich  verschiedene  Arten  in  nicht  zerlegbare  Falforen  zerlegt  irerden. 

Em  einfaches  Beispiel  eines  quadratischen  Körpers  soll  diesen  wich- 
tigen Umstand  beleuchten. 

Eine  allgemeine  Bemerkung  über  die  ganzen  Zahlen  in  einem 

quadratischen  Körper  sei  diesem  Beispiel  vorausgeschickt.  Es  sei 

ein  quadratischer  Körper  K(d)  durch  die  iiTeduziljle  Gleichung 

ö^  +  «6»  +  ?>  =  0 

mit  ganzen   rationalen  Koeffizienten  a,  b  gegeben.     Man  kann  diesen 

Körper    anstatt    aus    ö  =  —  ̂   «  +  ̂ }]/«^  —  4l>    auch    aus    ]/a^  —  46 

*)  Der  Beweis  dieses  Theorems  wird  übrigens  in  den  folgenden  allgemeineu 
Ausführungen  mit  enthalten  sein. 
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hervorgehen  lassen,  oder  auch  aus  Yd,  wobei  r/  die  aus  a^  —  46 
durch  Unterdrückung  des  größten  darin  aufgehenden  quadratischen 
Faktors   entstehende  Zahl   bedeute.      Jede    ganze  Zahl   in  K{d)   läßt 

sich  sonach  in  der  Form    '^i-'J—     darstellen,    wobei  u.  v,  iv   teiler- 
fremde    ganze    rationale    Zahlen    sind.      Damit    umgekehrt    eine    Zahl 

^^  '  ̂  ''^      mit  oranzen  rationalen  teilerfremden  u,  v,  iv  ganz  sei,  ist  es 
hinreichend  und  notwendig,  daß  die  Koeffizienten  der  Gleichung 

,_2..  .r-^_^  (1) 

ganze  Zahlen  sind.  Vor  allem  muß  dann  also  k  in  2<t  aufgehen; 
würde  aber  iv  mit  u  einen  Teiler  />!  gemein  haben,  so  müßte 

weiter  v^d  durch  f-  und  in  der  Folge,  da  d  keinen  quadratischen 
Teiler  =[=  1  enthält,  v  durch  t  teilbar  sein,  also  wären  u,  v,  iv  nicht 

teilerfremd;   sonach  muß  iv  notwendig  ein  Teiler  von  2  sein.*)     Für 

IC  =  1  stellt  die  Form  '—  ̂   *^'  selbstverständlich  ganze  Zahlen  dar. 

Dagegen  wird  "     J^  ^      nach   der  Gleichung  (1)  dann   und   nur  dann 

ganz   sein,   wenn   - — 7    ganz   ist;   da   nun    ic   mit   u   keinen  Teiler 

>  1  gemein  haben  darf,  so  muß  in  diesem  Falle  n  und  hernach  auch 

V  ungerade  sein,  und  setzen  wir  u  =  2((*  +  1,  v  =  2v*  +  1  mit  ganz- 
zahligen 2(*,  v*.  so  zeigt  sich,  daß  endlich 

1  — ff 

"4 

eine  ganze  Zahl  sein  muß;    danach   erkennen   wir   in   der  Ganzzahlig- 
keit  von 

d  —  1       u  —  l       V  —  1 

die  vollständigen  Bedingungen  dafür,  daß  "  "T-^  '^ -  eine  ganze  Zahl darstellt. 

Auf  diese  Weise  finden  wir,  daß  wenn  |(f?— 1)  nicht  ganz  ist» 
sämtliche  ganze  Zahlen  des  quadratischen  Körpers  K{Yd)  in  der  Form 

u  -f  V  Yd  mit  rationalen  ganzen  u,  v  darstellbar  sind  und  also  dann 

1,  Yd  eine  Basis  in  K{yd)  bilden;   ist  aber  |(r/— 1)   ganz,   so   sind 

außer  diesen  Zahlen  u  +  v  ]/(7  auch  noch  alle  diejenigen  "     ̂   ̂'^^^^7 

*)  Die  hier  behaupteten  Umstände  las^aen   sich  leicht  mit  Hilfe  des  Satzea 
in  Kap.  I,  §  3  einsehen. 
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worin  n,  v  beide  ganz  rational  und  ungerade  sind,  und  es  bilden  dann 

die  Zahlen  1,      \,        eine  Basis   in  K{yd).  — 

Wir  betrachten  nun  beispielsweise  den  durch  die  Gleichung 

Ö2  +  6  =  0 

definierten  Körper,  Hier  ist  d  =  —  6,  also  die  erstere  Form  u  +  v  Y—  6 
für  alle  ganzen  Zahlen  des  Körpers  zutreffend.  Die  ganze  Zahl 
Ö-  =  —  6  läßt  sich  nun  in  diesem  Körper  einmal  in  der  Weise 

6-  =  —  2  •  3,  ein  anderes  Mal  in  der  Weise  6^  =  6  ■  6  in  ganzzahlige 
Faktoren  echt  zerlegen  und  es  sind  dabei  die  Faktoren  der  Zerlegung 
beidemal  im  vorliegenden  Körper  nicht  weiter  echt  zerlegbar.  Wäre 

nämlich  etwa  0  =  y—6  =  ßy,  so  würde  daraus  6  =  Nm/3  Nmy 
folgen  und  dies  ist,  insofern  die  ganzen  Zahlen  ß,  y  nicht  Einheiten 
sein  sollen,  nur  so  möglich,  daß  Nm/3,  Nmy  bzw.  mit  den  Zahlen 
2,  3  identisch  sind;  es  gibt  aber  im  vorliegenden  Körper  keine  ganze 

Zahl  von  der  Norm  2  oder  3,  da  weder  die  Gleichung  ir  +  6i-  =  2 
noch  die  Gleichung  H-  +  Gf^  =  3  eine  Lösung  in  ganzen  rationalen 
ti,  V  zuläßt,  und  infolgedessen  ist  ]/— 6  in  unserem  Körper  nicht  echt 
zerlegbar.  Ähnlich  zeigt  es  sich,  daß  weder  2  noch  o  im  vorliegen- 

den Körper  echt  zerlegbar  sind. 

Auch  die  Zahl  4  -  Ö^  =  10  läßt  sich  im  Körper  J^(l/^)  auf 

zweierlei  Weise,  und  zwar:  10  =  (2  +  ]/—  ̂){'2  —  \  —  ß)  und  10  =  2-5, 
in  Faktoren  zerlegen,  die,  wie  sofort  zu  sehen  ist,  nicht  weiter  echt 

zerlegbar  sind.  Derartige  Beispiele  kann  man  in  beliebiger  Menge  kon- 
struieren. 

Für  einen  alyehmtsclien  Körper  Imm  soJclirrtreise  der  Satz  von  der 
eindeutigen  Zerleyltarkeit  der  ganzen  Zahlen  in  unzerlegbare  ganzzahlige 
Faliuren  fehlen.  Dieser  Umstand  legt  aber  nur  den  Gedanken  nahe, 
daß  in  einem  derartigen  Körper  die  Zahlen  im  geuöhnlichen  Sinne 

nicht  die  einfachsten  Elemente  sind,  mit  denen  die  Theorie  der  Teilbar- 
Jceitsgesetze  für  diesen  Körper  aufzuhauen  ist.  Und  in  der  Tat  sind  in 

diese  Theorie  Zahlen  in  einem  erweiterten  Sinne  des  Wortes,  soge- 
nannte ideale  Zahlen,  eingeführt  worden,  welche  wieder  eine  eindeutige 

multiplikative  Zerlegung  in  unzerlegbare  Elemente  gestatten  und  da- 
durch erst  eine  natürliche  und  einfache  Ausgestaltung  der  fraglichen 

Theorie  ermöglichen.  *) 

*)  Kummer  hat  zuer.st  Begritf  und  Namen  der  idealen  Zahlen  in  der 
Theorie  der  aus  Einheitswurzeln  abgeleiteten  Körper  geschaffen.  (Vgl.  Journ. 
lür  Math.  Bd.  35  (1847 1,  Bd.  40  (1850);  (Liouville)  Journ.  de  Math.  t.  16  (1851); 
.\bh.  der  Berliner  Akad.  1856.)  Hernach  haben  Kronecker  und  Dedekind 
diesen  Begriff  allgemein  für  beliebige  Zahlkörper  gebildet.  Dedekind  setzte 

seine  Theorie  auseinander  in  dem  letzten  Supplement  zur  zweiten  und  den  fol- 



§2.    Ideale.  153 

Wir  wollen  zunächst  die  Gründe  für  die  Einführung  der  idealen 
Zahlen  näher  auseinandersetzen. 

§  1^     Ideale, 

Wenn  zwei  ganze  rationale  Zahlen  a,  h,  die  nicht  beide  Null  sind, 
den  größten  gemeinsamen  Teiler  /  haben,  so  ist  jede  Zahl,  welche 

aus  der  linearen  Form  ax  -\-  hij  durch  Einsetzung  beliebiger  rationaler 
ganzzahliger  Werte  für  x,  y  hervorgeht,  durch  t  teilbar;  und  umgekehrt 
ist  dann  zunächst  t  selbst  und  weiter  auch  jede  durch  t  teilbare  Zahl 

in  der  Form  ax  -(-  hij  mit  ganzzahligen  x,  y  darstellbar.  Die  Gesamt- 
heit aller  dieser  ax  -f  hy  ist  somit  mit  der  Gesamtheit  aller  durch  f 

teilbaren  ganzen  rationalen  Zahlen  identisch  und  kann  darum  gewisser- 

maßen als  ein  Bild  des  Teilers  t  gelten;  wir  bezeichnen  diese  Ge- 
samtheit von  Zahlen  mit  (a,  h)  und  dieses  Symbol  soll  zugleich  den 

größten  gemeinsamen  Teiler  von  a  und  h  bedeuten.  Sind  insbesondere 

a.  h  teilerfremd,  dann  bedeutet  (a,  h)  den  Inbegriff  sänülicher  ganzer 
rationaler  Zahlen  und  stellt  andererseits  die  Einheit  vor. 

Analog  kann  man  den  größten  gemeinsamen  Teiler  beliebig  vieler 

ganzer  rationaler  Zahlen,  die  nicht  sämtlich  verschwinden,  charakteri- 
sieren. 

Sind  nun  in  einem  Zahlkörper  K[p}  zwei  ganze  Zahlen  a,  ß,  die 

nicht  beide  verschwinden,  vorgelegt  und  ist  t  ein  gemeinsamer  Teiler 

derselben,  so  ist  zwar  eine  jede  Zahl  von  der  Form  «X  -\-  ßii,  wobei 
X,  u,  hier  und  im  folgenden,  beliebige  ganze  Zahlen  in  Kid)  bedeuten 

sollen,  durch  t  teilbar;  es  braucht  dann  aber  nicht  immer  einen 

solchen  Teiler  t  von  a  und  ß  zu  geben,  daß  auch  umgekehrt  dieses  r 
und  damit  alle  durch  t  teilbaren  Zahlen  des  Körpers  in  der  Form 

«/  -T  ß^  darstellbar  wären. 

In  der  Tat,  wenn  etwa  a,  ß  durch  keine  ganze  Zahl  in  K{d),  ab- 
gesehen von  den  Einheiten,  beide  gleichzeitig  teilbar  sind,  so  kämen 

für  T  hier  eben  nur  die  Einheiten  in  Betracht  und  es  wäre  die  Frage, 

genden  Auflagen  von  üii-ichlets  Vorlesungen  über  Zahlentheorie;  vgl.  ferner 
seine  Arbeiten  in:  Bull,  des  sc.  math.  et  astron.  1.  ser.  11,  2.  ser.  1  (1877);  Abb. 
der  Gott.  Ges.  d.  Wiss.  Bd.  23  il878),  Bd.  29  (1882).  Kronecker  veröffentlichte 

seine  Untersuchungen  ausführlicli  zuerst  in  der  Festschrift  zu  Kummers  öOjälu-. 
Doktor-Jub.  Berlin  1882,  abgedr.  im  Journ.  für  Math.  Bd.  ',»2. 

Genauere  Literaturnachweise  über  dieses  Gebiet  findet  man  in  Web  er 's 
Algebra  Bd.  II  S.  494d.  I.  Aufl.,  wie  auch  in  Hilbert's  Bericht  über  die  Theorie 
der  algebraischen  Zahlkörper  im  Jahresber.  der  deutschen  Math.  Vereinig.  Bd.  IV 
(1897 1.  —  Seit  die  vorliegende  Vorlesung  gehalten  wurde,  sind  noch  Darstellungen 
der  Idealtheorie  in  den  Lehrbüchern  von  P.  Bachmann,  Allgemeine  Arithmetik 
der  Zahlenkörper  (Zahlen theorie,  Teil  V),  bei  B.  G.  Teubner  1905,  und  von 
J.  Sommer,  Vorlesungen  über  Zahlentheorie,  bei  B.  G.  Teubner  1907,  gegeben 
worden. 
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ob  notwendig  jede  Zahl  in  K(d),  insbesondere  also  die  Zahl  1,  sich 
in  der  Form  aX  -{-  ß^  darstellen  läßt.  Nehmen  wir  nun  beispielsweise 

die  Zahlend,  2+1—6  in  dem  vorhin  betrachteten  Körper  Ä'f|'— 6), so  würde  aus 

{2i-y-Q)X  +  b^  =  l  (2) 

durch  Multiplikation   mit  (2— ]/— 6)/5    

■>>.  +  (2-V^6),  =  '-=p^ 

folgen,  also  müßte  die  Zahl  ( 2  —  ]/—  6)/5  mit  der  Norm  ?  ganz  sein, 
dies  ist  aber  ausgeschlossen.  Die  Gleichung  (2)  hat  somit  keine 

Lösung  in  ganzen  Zahlen  k,  ,u,  trotzdem  5  und  2  +  Y—  6  im  vor- 
liegenden Körper  keinen  von  den  Einheiten  verschiedenen  gemein- 

samen Teiler  haben;  der  Inbegriff  {a,  ß)  der  Zahlen  von  der  Form 
(ck  +  /3,u  ist  also  im  vorliegenden  Falle,  trotz  anscheinend  teilerfremder 
cc,  ß,  nicht   identisch   mit   dem  Inbegriff  der  ganzen  Zahlen  in  K(d). 

Suchen  wir  die  hier  angetroffene  Abweichung  der  Umstände  in 
einem  algebraischen  Körper  von  denen  im  Körper  der  rationalen 
Zahlen  aufzuklären. 

Wenn  eine  ganze  rationale  Zahl  g,  die  =)=  0  ist,  im  Körper  der 
rationalen  Zahlen  zwei  wesentlich  verschiedene  echte  Zerlegungen  hat, 

g  =  «rt*  =  hh*, 
so  schließen  wir  daraus,  daß  jeder  Faktor  in  der  einen  Zerlegung  mit 

mindestens  einem  Faktor  in  der  anderen  Zerlegung  einen  von  1  ver- 
schiedenen Teiler  gemein  hat,  also  gewiß  mindestens  eine  der  Un- 

gleichheiten 

(a,  h)  +  (1),     (/>*,  h)  +  (1) 

statthat,  unter  (1)  die  Gesamtheit  der  ganzen  rationalen  Zahlen  ver- 
standen. Haben  wir  es  dagegen  mit  algebraischen  Zahlen  (4=  0)  zu 

tun,   wie  in  dem  Beispiel  in  K{y — 6): 

10  =  (2  -f-  V'-^)(2  -  y^)  =  2-5, 

so  wäre  da  der  Schluß,  daß  2  -F")/— 6  oder  doch  —]/—()  und  5  einen 

von  den  Einheiten  verschiedenen  Teiler  in  £"(]/— 6)  gemein  haben, 
falsch;  nichtsdestoweniger  ist  aber  nach  dem,  was  wir  soeben  aus- 

geführt haben, 

(2  -t-  y^,  5)  4=  (1)   und  desgleichen  (2  ->/^  5)  4=  (IV, 

dabei  soll  allgemein  unter  (y)  der  Inbegriff  aller  Zahlen  vy  im  Körper 
mit  ganzzahligen  v,  also  speziell  unter  (1)  der  Inbegriff  sämtlicher 
ganzer  Zahlen  des  Körpers  verstanden  werden. 

Dieser  Sachverhalt  führt  unmittelbar  dazu,  im  Köi-per  neben  den 
einfachen  Zahlen,  wie  vorhin  a,  ß,  auch  die  Inbegi-iffe  (k,  ß),  die  durch 
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Zusammenfassung  aller  Zahlen  von  einer  Form  al  -\-  ß^i  entstehen, 
der  Betrachtung  zu  unterziehen;  es  zeigt  sich  dann,  daß  für  deruHige 

Inbegriffe  nacli  Einf'iilirKng  entsprecJiender  Definitionen  die  Gesetze  der 
7)udti2^liJiativeH  Zahlentheorie  wieder  mit  ihrem  ursprünglichen,  dem  Körper 

der  ratioHcden  Zahlen  eigenen  Wortlaute  gelten.  Solche  Inbegriffe  sind 
es,  die  Dedekind  unter  dem  Namen  der  Ideale  in  die  Zahlentheorie 

eingeführt  hat. 

Sind  (c^y  a^,  .  .  .,  cc^  beliebige  ganze  Zahlen  eines  Körpers  K(d), 
so  verstehen  wir  unter  dem  aus  diesen  Zalüen  hervorgehenden  Ideal, 
in  Zeichen  dem  Ideal 

a  =  (a^jcc.,,  .  .  .,«;,), 

in  Kid),  den  Inbegriff"  aller  derjenigen  Zahlen  in  Kid),  welche  sich 
irgendwie  in  der  Foi-m 

darstellen,  wobei  u.,  u.,,  . . .,  u,  iro-endwelche  cranze  Zahlen  in  Kiß) 
sein  dürfen.  Bei  dieser  Begriffsbildung  des  Ideals  soll  immer  still- 

schweigend  angenommen  werden,  daß  die  zugrunde  liegenden  Zahlen 

«1,  a.y,  .  .  .,  ci/^  nicht  sämtlich  Null  sind;  jedes  Ideal  soll  also  stets 
auch  von  Null  verschiedene  Zahlen  enthalten. 

Wir  nennen  zwei  Ideale 

Q  =  {a„  a,,  .  .  .,  a,),     b  =  {ß„  ß,,  .  .  .,  ß,) 

gleich,  wenn  sie  aus  genau  derselben  Gesamtheit  von  Zahlen  bestehen, 

wenn  also  jede  Zahl  des  einen  in  dem  anderen  enthalten  ist  und  um- 

gekehrt. Hierfür  ist,  wie  man  sofort  sieht,  erforderlich  und  hinrei- 
chend, daß  jede  der  Zahlen  ß^,  ß.^,  .  .  .,  ß/.  sich  in  a  und  jede  der 

Zahlen   a^,  a.2,  ■  ■  ■,  OC},  sich  in  b  vorfude. 

Der  einfachste  Fall  eines  Ideals  ist  die  Gesamtheit  aller  mög- 
lichen Produkte  iia  einer  einzelnen  von  Null  verschiedenen  ganzen 

Zahl  a  des  Körpers  in  beliebige  ganzzahlige,  im  Körper  enthaltene  ,u: 

ein  solches  Ideal  heißt  ein  Hauptideal. 

Das  Hauptideal  (1)  ist  mit  dem  Inbegriff  aller  ganzen  Zahlen  des 
Körpers  identisch;  wir  bezeichnen  es  auch  mit  0. 

Sind  zwei  Hauptideale  (a),  (ß)  im  Körper  einander  gleich,  so 
muß  es  hiernach  im  Körper  zwei  ganze  Zahlen  A,  a  geben,  so  daß 

ß  =  (la,     cc  =  Iß 
wird;  alsdann  ist 

a  =  l^a 

oder 1  =  Xfi, 

was  nur  so  stattfinden  kann,  daß  X,  /t  zueinander  reziproke  Einheiten, 
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also  a,  ß  zueinander  assoziierte  Zahlen  sind.  Gleiche  Hauptideale  be- 
stimmen somit  bis  auf  eine  Einheit  als  Faktor  eine  und  dieselbe 

(von  Null  verschiedene)  ganze  Zahl. 
Auch  ein  aus  beliebig  vielen  gegebenen  ganzen  Zahlen  des  Körpers 

hervorgehendes  Ideal  kann  ein  Hauptideal  sein.  In  diesem  Falle 
definiert  es  den  größten  (/enieinsanien  Teiler  der  gegebenen  Zahlen  in 

ganz  entsprechender  Bedeutung,  wie  dieser  Begrift"  im  Körper  der rationalen  Zahlen  auftritt.     Denn  ist  etwa 

so   muß  es  ganze  Zahlen  n^,  ̂ i^,  A^,  Aj  im  Körper  derart  geben,   daß 

wird;  nun  folgt  aus  den  zwei  ersten  dieser  Gleichungen,  daß  u  gemein- 
samer Teiler  von  tq,  a^  ist,  aus  der  dritten,  daß  a  durch  jeden  ge- 

meinsamen Teiler  von  cq,  a.^  teilbar  ist,  also  aus  allen  drei  Gleichungen 

zusammen,  daß  das  Ideal  (a^,  u.^)  genau  mit  dem  Inbegriff  aller  Viel- 

fachen eines  gewissen  sogenannten  ,,größten"  gemeinsamen  Teilers 
von  «j,  a'2  identisch  ist. 

§  o.     Basis  eines  Ideals. 

Wir  wollen  die  weitereu  Entwicklungen  über  Ideale  an  dem 
Beispiel  eines  kubischen  Körpers  Kiß)  vornehmen. 

Im  Anschluß  an  die  in  Kap.  IV  §  2  für  den  Inbegriff  der  ganzen 
Zahlen  in  K[B)  gegebene  geometrische  Darstellung  läßt  sich  auch 

für  ein  beliebiges  in  K{B)  gegebenes  Ideal  a  =  («j,  a^,  .  .  .,  «j  ein 
geometrisches  Bild  gewinnen.     Es  sei 

eine  Basisform  für  den  Körper  K[Q).  Wir  deuten  x^  y,  z  als  T*arallel- 
koordinaten  im  Räume  und  wollen  das  Gitter  in  ./',  ?/,  z,  welches  ein 
geometrisches  Bild  für  die  sämtlichen  ganzen  Zahlen  in  K(d)  liefert, 

mit  ('»3(0)  bezeichnen.  Dann  bildet  die  Menge  aller  jener  Punkte  in 
C'»)(o),  welche  speziell  den  Zahlen  des  Ideals  a  entsprechen,  ebenfalls 
ein  dreidimensionales  Punktgitter,  03 (a).  In  der  Tat:  erstens  besitzt 
diese  Punktmenge  die  parallelogrammatische  Grundeigenschaft  eines 
Punktgitters,  indem  aus  beliebigen  zwei  Zahlen  des  Ideals, 

durch  Subtraktion  eine  Zahl 

«*  —  a  =  (29*  — i>JMj  H-  ((/^  —  (j)cOn  -f  ('■*  —  y)(o^ 

hervorgeht,   die  jedesmal  wieder   dem   Ideal   angehört;    und    zweitens 
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liegen  die  Punkte  von  ('*)(ti)  nicht  sämtlich  in  einer  Ebene:  denn  be- 
deutet a  eine  beliebige  Zahl  =t=  0  in  a,  so  liegen  jedenfalls  diejenigen 

drei  Punkte  von  ̂ )(q),  welche  den  drei  (offenbar  dann  ebenfalls  in  a 

enthalteneu)  Zahlen  aa^,  caog,  «Wg  bzw.  entsprechen,  sicher  nicht  in 

einer  Ebene  mit  dem  Nullpunkte,  indem  die  Diskriminante  der  ge- 
nannten drei  Zahlen 

A-la'öj,  «Wo,  aojg)  =  (Nma)-  •  A^(g>j,  oJo,  ojg), 

also  =t=  ̂   ist. 

In  der  wiederholt  dargelegten  Weise  können  wir  sonach  in  0)(a) 
auf  unendlich  viele  Arten  drei  Punkte 

bestimmen,  so  daß  aus  dem  Tetraeder  OC'^QCg  sich  das  ganze  Gitter 
0)(a)  ableitet,  als  die  Gesamtheit  derjenigen  Punkte  S  =  (X,  Y,  Z) 
in  0(o\  für  welche  die  vektorielle  Relation 

OS  =  X  •  OC,  +  Y-  OC,  +  Z-  OC^ 

mit  ganzzahligen  rationalen  X  Y,  Z  besteht.  Sind  nun  71,^27^3  ̂ i®' 
jenigen  ganzen  Zahlen  in  K[ß),  welche  den  Punkten  C^,  C^,  C^  in 
(>3(o)  bzw.  entsprechen,  also  in  a  enthalten  sind  und  mit  den  Basis- 

zahlen w^,  Wo,  W3  von  K{B)  luittels  der  Gleichungen 

Vi  =  Ih^i  +  (h^-2  ̂   r,jo^,  (3) 

73  =lh^h  +5'3«2   +  >  3»3 

zusammenhängen,  so  entspricht  jedem  Punkte  (X=P,  Y=  Q,  Z=R) 
des  Punktgitters  @(a)  eine  Zahl  in  Q,  nämlich  Py^  +  ̂ ^3  +  -^T':;? 
und  umgekehrt  läßt  sich  jede  Zahl  des  Ideals  n  in  der  Form 

P}\  +  Qr2  +  i^n 

mit  ganzzahhgen  rationalen,  eindeutig  bestimmten  P,  Q,  B  darstellen. 
Daraus  folgt  der  Satz: 

XXXVIII.  In  einem  Ideal  eines  kuhisehen  Körpers  lassen  sich  stets 
(auf  unendlich  viele  Weisen)  drei  Zahlen  derart  angeben,  daß  durch 
dieselben  sich  jede  Zahl  des  Ideals  linear  homogen  mit  ganzzahligen 
rationalen  Koeffizienten,  und  zwar  nur  in  einer  Weise,  darstellen  läßt. 

Drei  Zahlen  im  Ideal  von  der  bezeichneten  Eigenschaft  heißen 
eine  Ba^is  des  Ide(ds. 

Ist  das  Ideal  ein  Hauptideal  (a),  so  bilden  direkt  die  drei  Pro- 
dukte a(o^,  ao}.2,  (-'-Oä  eine  Basis  desselben;  denn  da  jede  ganze  Zahl 

H  des  Körpers  sich  in  der  Form 

H  =  po3^  -j-  r/ojj  -t-  rwj 
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mit  ganzen  rationalen  jh  'h  >'  darstellt,  so  folgt  hieraus  für  jede  Zahl 
IX u  in  (u)  die  Darstellung: 

H «  =  ̂ >  •  <aOj  -\-  q  •  aco,^  -\-  r  ■  u co.^ 

Sind  7j,  7o,  y-i  beliebige  drei  ganze  Zahlen  in  K{Oi)  mit  nicht 
verschwindender  Diskriminante,  so  führt  die  Gesamtheit  derjenigen 

ganzen  Zahlen  in  K(B),  welche  sich  in  der  Form  P/j  +  Qy^-^-  Jh's 
mit  ganzzahligen  rationalen  P.  Q,  B  darstellen,  —  genannt  der  Modul 
[y^,  727  y^lj  —  immer  auf  ein  in  0)(o)  enthaltenes  dreidimensionales 
Gitter;  indessen  muß  eine  solche  Gesamtheit  von  Zahlen  nicht  not- 

wendig ein  Ideal  vorstellen.  Soll  sie  nämlich  ein  Ideal  sein,  so 

müssen  auch  sämtliche  Zahlen  iWiJ'i  +  iW2J'2  +  l^'a/a?  wobei  ̂ i,  ̂ o,  ̂ ~ 
beliebige  ganze,  nicht  bloß  rationale,  Zahlen  in  K(6)  sind,  ebenfalls 
diesem  Ideal  angehören,  also  in  der  Form 

P?i  +  f^y,  +  Hy, 

mit  ganzen  rationalen  P,  Q,  11  darstellbar  sein.  Vor  allem  müssen 
dann  somit  auch  die  Zahlen 

;'i«i7     yojo^,     y.io^, 

y^co^,     y.^co.^,     y.,(o^,  (4) 

ri«3?     n^-i,     ra^s 

in  der  besagten  Form  darstellbar  sein.     Diese  letztere  Bedingung  ist 

aber  auch  hinreichend  dafür,  daß  der  Modul  [y^, /g?  ̂ sj  ei^i  Ideal  vor- 
stellt; denn  sobald  sie  erfiillt  ist,  läßt  sich  jede  Zahl 

in  der  besagten  Form  darstellen,  indem  sie  sich  aus  den  neun  Zahlen 

(4)  linear  homogen  mit  ganzzahligen  rationalen  Koeffizienten  zu- 
sammensetzen läßt. 

§  4.     Norm  eines  Ideals. 

Bilden  wir  für  ein  gegebenes  Ideal  a  die  Diskriminante  einer 

in  den  Ausdrücken  (3)  dargestellten  Basis  y^,  y.^,  y.^  desselben,  so  er- 
gibt sich: 

\7i\  y-i'j  y-i'  h'i;    »'-2,    ''s! 

diese  Diskriminante  wird   also  gleich  dem  Produkt  aus  der  Diskrimi- 
nante des  Körpers  in  das  Quadrat  der  Determinante 
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Pi,     P2f     Pz 

Qi,     Qi,     Qz 
! 

Den  Betrag  dieser  letzteren  Determinante,  welcher,  wie  sogleich  deut- 
lich werden  wird,  von  der  Wahl  der  Basis  7^,  j'«,  y.^  in  a  unabhängig 

ist,  bezeichnen  wir  als  die  Norm  des  Ideals  a,  in  Zeichen:  Nmo. 

Ist  Q  ein  Hauptideal,  =  («),  so  kann  für  dasselbe  (vgl.  §  3) 

Ti  =  ««1,     72  =  ««27     73  =  «tog  (6) 

als  Basis  angenommen  werden  und  es  wird  dann 

^'^(ri,  7-2,  Vä)  =  ̂ "("w  "i>  "3)  •  (««'O'  =  A-(wi,  «2,  «3)  •  (Nm«)-;  (7) 

sonach  ist  die  Norm  eines  Hauptideals  (a)  bis  eventuell  auf  das  Vor- 
zeichen, (das  ja  bei  der  Norm  eines  Ideals  stets  positiv  ist),  gleich 

der  Norm  der  Zahl  a,  aus  welcher  das  Hauptideal  hervorgeht.  Da- 

durch erscheint  die  Verwendung  des  Wortes  „Norm''  auch  hier  bei 
den  Idealen  gerechtfertigt. 

Die  Norm  eines  Ideals  q  hat  eine  einfaclie  geometrische  Be- 
deutung: sie  ist  gleich  dem  Volumen  des  G nindparallelepipeds  im  Gifter 

i^){a),  ivelches  die  Zahlen  des  Ideals  a  repräsentiert,  —  bezogen  auf  das 
Grundparallelepiped  des  die  Gesamtheit  der  ganzen  Zahlen  des  Körpers 

darstellenden  Gitters  W(o)  als  Volumeneinheit.  Denn  bezeichnen  wii*^ 
wie  in  §  3,  mit  x,  y,  z  die  dem  Gitter  (^>(o)  zugrunde  gelegten  Ko- 

ordinaten und  mit  X,  Y.  Z  diejenigen  für  W('^)7  ̂ ^  '^^?  ̂ ^^  ̂ ^^^  ̂'^^^ 
uns  in  §  3  angewandten  weitereu  Bezeichnungen 

X  =  p^X -\- p^Y  ̂   p./Z , 

y  =  q,X  +  q,Y+q,Z,  (8) 

s  =  }\X  +  r,Y  +r,Z 

und  folglich  berechnet  sich  das  Volumen  des  Grundparallelepipeds 

von  @(a)  in  den  x,  y,  ̂ -Koordinaten  zu 

rrr  rrr  
\Pi,  P2,  P^\ 

Ijjdxdydz  =  J^x,Y,%  jjji^^<^^^^^^  =  «^^^    '^i'   '^2, 
 'h  — Nmn. 

Wir  können  dieser  Tatsache,  wenn  wir  eine  hierauf  passende  Be- 
merkung in  Kap.  III  §  13  (S.  88)  beachten,  auch  durch  die  Aussage 

Ausdruck  geben,  daß  Nm  a  der  Anzahl  derjenigen  Gitterpunkte  in 

('')(o)  fjlcichJiommt,  tvelche  dem  Bereiche 

o^x<i,  o^y<i,  o^z<i 

des   Grundparallelepipeibi  von  (^3(q)   angehören.     Mit  Rücksicht  darauf 
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können  wir  den  reziprolien  ̂ \'el•t  von  Nma  auch  als  die  Dichte  des 
Ideals  n  (seil,  relativ  zum  Ideal  o)  bezeichnen. 

§  5.    Äquivalente  Ideale,     lilealklasseu. 

Wenn  für  zwei  Ideale  a,  b  in  dem  vorliegenden  kubischen  Körper 

K(0)  solche  Basiszahlen  ccj,  «,,  «3  resp.  ß^,  ßo,  ß^  angebbar  sind,  die 
einander  proportional  sind,  so  daß  also 

Kj  or,  cc^ 

ß:  ̂   K  ̂  ß. 
gilt,  so  nennt  man  die  Ideale  a.  b  einander  äquivalent  und  schreibt 
dies  in  Zeichen: 

a  ~  b. 

Es  läßt  sich  alsdann  zu  jeder  beliebigen  Basis  i:^^',  a.f',  «3*  in  a  eine 
Basis  /3i*,  ß^^\  ß.f-  in  b  derart  angeben,  daß  die  Elemente  der  einen 
proportional  sind  den  Elementen  der  anderen,  —  wodurch  erst  dei- 
Begriff  der  Äquivalenz  unabhängig  von  der  Auswahl  eines  besonderen 
Paars  entsprechender  Basen  in  den  Idealen  wird.  Denn  die  Basis 

ccj*,  a.2*,  «3*  geht  aus  a^,  a.,,  «3  jedenfalls  durch  eine  lineare  homogene 
Substitution  mit  ganzzahligen  rationalen  Koeffizienten  und  mit  einer 
Determinante  +  1  hervor  und  dieselbe  unimodulare  Substitution  er- 

gibt, auf  die  Zahlen  ß^,  ß.^,  ß.^  angewandt,  drei  Zahlen  /3^*,  /jg*  /^s*' 
welche  wieder  eine  Basis  von  b  darstellen  werden:  ist  nun  dabei,  der 

Voraussetzung  gemäß,  etwa 

^1  =  X^'-i,     ß-  =  X^h,     ßs  =  X^3>  (9) 

worin  %  ̂ ^^^  Zahl  (4=  0 '  i^i  K{^ )  bedeutet,  so  folgt  daraus  sofort  im 
Einklang  mit  unserer  Behauptung: 

ßi*  =  x  «1*    ß2*  =  X  «2*    ̂ 3*  =  X  <-■ 

Zwei  Hauptideale  (a),  {ß)  im  Körper  ̂ (ö)  sind  immer  äquivalent; 
denn  aus  einer  Basis  Wj,  co.^,  «3  des  Körpers  ergeben  sich  in  der 
Form  «ojj,  aa^,  ciio^\  ßto^,  ßco.,,  ßco.^  Basen  der  zwei  genannten 
Hauptideale,  woraus  unmittelbar  die  Proportionalität  dieser  letzteren 
zwei  Basen,  mit  dem  Quotienten  x  =  iß/<^)j  einleuchtet.  Sonach  ist  ein 
heliehiffes  Hauptideal  im  Körper  äquivalent  dem   Hauptideal  (1). 

Die  Äcjuivalenz  von  Idealen  läßt  sich  noch  auf  eine  andere 

Weise  definieren,  wodurch  dieser  Begriff'  in  ein  helleres  Licht  ge- rückt wird. 

Die  Gesamtheit  der  Zahlen  im  Ideal  a  bzw.  b  stellt  sich  mittels 

einer  Basis  Kj,  a^,  a.^  in  a  bzw.  einer  Basis  ß^,  /!>,  ß^  in  b  in  der 
Form 



§  5.    Ä(iuivalente  Ideale.     Idealklassen.  161 

Xcq  +  Ya,  +  Za.^ 

bzw.  '  1  (10) Xß,  +  Yß,  +  Zß,  J 

dar,  worin  X,  Y,  Z  nnahhim^l'^  voneinander  siinitliche  ganzen  rationalen 
Werte  durchlaufen.  Wenn  also  beide  Ideale  a,  b  ät^uivalent  sind  und 

demgemäß  gewisse  Basen  derselben,  etwa  eben  cc^,  cc^,  cc.^',  ßi,  ßo,  ßs, 
durch  Kelationen  (0)  miteinander  verbunden  sind,  so  erkennen  wir 
aus  (10),  daß  zu  jeder  beliebigen  Zahl  a  in  a  dann  eine  Zahl  /3  in  b 

derart  gehört,  daß  ß/a  gleich  dem  in  (9)  bezeichneten  Proportio- 
nalitätsfaktor X  wird.  Denken  Avir  uns  nun  %,  welches  irgend  eine 

Zahl  im  Körper  sein  mag.  als  Quotienten  zweier  ganzer  Zahlen  des 

Körpers,  =  ,u/V,  dargestellt,  so  haben  wir: 

vß  =  [la, 

d.  h.:  die  Gesamtheit  der  ProdnMe  aller  Zahlen  des  Ideals  a  in  die 

Zahl  ,u  ist  mit  der  Gesamtheit  der  Prodidde  aller  Zahlen  des  Ideals  h 
in  die  Zald  v  identisch. 

Wir  definieren  min  als  das  Proditlt  /tii  eines  Ideals 

a  =  («1,  a.,,  .  .  .,  aj 

in  eine  von  Null  verschiedene  ganze  Zahl  /t  des  Körpers  den  Inbegriff 
sämtlicher  Produkte  von  .«  in  die  Zahlen  des  Ideals  n.  Man  sieht 

leicht,  daß  dieser  Inbegriö'  ebenfalls  ein  Ideal  im  Körper  ist,  und 
zwar  das   aus    den  Zahlen  iia^,  licq,  .  .  .,  iia,^  hervorgehende  Ideal. 

Sonach  lassen  sich  zu  zwei  äquivalenten  Idealen  a,  6  immer  zwei 
von  Null  verschiedene  ganze  Zahlen  /(,  v  derart  angeben,  daß 

vh  =  /<n  (in 

wird.  Umgekehrt  sind  zwei  Ideale  a,  b  von  einem  derartigen  Zu- 
sammenhange immer  einander  äquivalent;  denn  aus  einer  beliebigen 

Basis  von  a  folgt  dann  sofort  eine  hierzu  elementenweise  proportio- 
nale Basis  für  b.  Die  Äquivalenz  von  Idealen  lann  somit  durch  diesen 

Zusammenhang  (11)  definied  iverden. 

Es  ist  unmittell)ar  klar,  daß  -a-ei  Ideale,  welche  demselhen  dritten 
äquivalent  sind,  auch  untereinander  äquivalent  sind.  Dieser  Umstand 

legt  die  Einteilung  aller  Ideale  eines  Körpers  in  Inbegrifle  von  unter- 
einander äquivalenten  Idealen  nalie.  Ein  solcher  Inl)egriff  heißt  eine 

Klasse  von  Idealen. 

Alle  Hcüiptideale  eines  Körpers  bilden  offenbar  eine  Idealklasse 

für  sich,  —  die  sogenannte  HauptMasse. 

Miiikcjwski,  diophant.  Aiiproximationeu. 
11 
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{?  6.     Endlichkeit  der  Anzahl  der  Idealklassen. 

XXXIX.  Die  Anzahl  der  sämtlichen  in  einem  algebraischen  Zahl- 
lörper  rorhanclenen  Ideal Jclassen  ist  endlich. 

Den  Beweis  dieses  Satzes  werden  wir  auf  Grund  bereits  in 

Kap.  III  erledigter  zahlengeometrischer  Überlegungen  führen,  wobei 
Avir  uns,  wie  bisher,  das  Beispiel  eines  kubischen  Körpers  K(d)  vor 
Augen  halten. 

Es  sei  D  die  Diskriminante,  tOj,  Wg,  w^  eine  Basis  von  K(6).  Wir 
denken  uns  ein  beliebiges  Ideal  a  in  K(6)  und  es  sei  }\,  7.,,  y^  eine 
Basis  von  a.     Alle  Zahlen  in  a  werden  dann  durch  die  Form 

Z  =  y,X  +  r,Y  +  y,Z  (12) 

mittels  ganzzahliger  rationaler  X,  Y,  Z  geliefert  und  die  dazu  konju- 
gierten Zahlen  werden  bzw.  durch  die  Formen 

H  =  y;X  +  y^Y  +  y;Z,  (12') 

Z=^y;'X^y;'Y-\-y;'Z,  (12") 
jedesmal  mittels  derselben  Werte  der  Variabein,  dargestellt.  Auf  die 

drei  Formen  (12),  (^12'),  (12"j,  welche  die  Determinante 

A(ri,72,r3)  =  ±y^-Nma 

haben  (s.  Gleich.  (5)),  wenden  wir  den  Satz  XVII'  (S.  80)  oder  den  Satz 
XVIir  (S.  82)  au,  je  nachdem  D  positiv  oder  negativ  ist;  danach  läßt 
sich  im  Ideal  a  eine  solche  von  Null  verschiedene  Zahl 

y  =  y,l'-\-y.J^^y.,ll 

ermitteln,  welche  nebst  ihren  konjugierten  y ,  y"  der  Ungleichung 

It'//'    <  c5  |y'5|Nma  (13) 

genügt,  wobei  der  Zahlenfaktor  "w  gleich  2/9  oder  8/9:;r  zu  nehmen 
ist,  je  nachdem  J)  positiv  oder  negativ  ist. 

Wir  stellen  nun  dem  Ideal  a  das  ans  der  Zahl  y  hervorgehende 

Hauptideal  {y)  mit  der  Basis  yco.^^  Y^'^-n  y^i  ̂ 'i  die  Seite;  die  sämt- 
lichen Zahlen  in  {y),  sowie  die  dazu  bzw.  konjugierten  Zahlen  sind 

dann  bzw.  in  den  Formen 

§=    yip^x  ̂   ajg  •\-    ögf),  (14) 

'/  =  y'iy>i^  +  «2'y  +  «3'^);  (1"^') 

^  =  /"("i"-«  +  ̂ ^'y  +  «3"^)  ( i^"> 
mit  ganzzahligen  rationalen  x,  y,  z  enthalten. 
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Wir  suchen  mm  in  dem  Punktgitter  &(o)  die  beiden  darin  ent- 
haltenen Punktgitter  C9(a),  &(y)  auf,  welche  die  Ideale  q,  (y)  bzw. 

repräsentieren  und  deren  ersteres  durch  die  Gleichungen  (12),  (12'), 

(12")  auf  ein  Grundparallelepiped 

0^X<1,     0<r<l,     0£Z<1,  (15) 

letzteres  durch  die  Gleichungen  (14),  (14'),  (14")  auf  ein  Grundparallel- 
epiped 

0  ̂   ̂  <  1 ,     ()  ̂   ̂  <  1,     0  <  ̂   <  1  (16) 

bezogen  ist.  Da  alle  Zahlen  des  Ideals  (y)  zugleich  Zahlen  von  a 

sind,  so  ist  dabei  das  Gitter  ('^y{y)  in  dem  Gitter  W(a)  enthalten.  Es 
kann  sich  nun  &{y)  völlig  mit  (^(a)  decken  und  anderenfalls  können 

wir  nach  der  in  Kap.  HI  §  14  gegebenen  Methode  das  dichtere,  mehr 

Punkte  aufweisende  Gitter  @(a)  an  das  im  Räume  weniger  dicht  zer- 

streute Gitter  (^y{y)  adaptieren,  d.  h.  wir  können  stets  für  das  enthal- 

tende Gitter  (''i(a)  an  Stelle  von  X,  Y,  Z,  durch  eine  lineare  homo- 
gene Substitution  mit  rationalen  ganzzahligen  Koeffizienten  und  einer 

Determinante  +  1,  solche  neue  Variable  X,  Y,  Z  auf  eindeutig  be- 
stimmte Weise  einführen,  welche  mit  jenen  .f,  y,  z  durch  Gleichungen 

X  =  l^x   +  \y  +    /gJ, 

F  =  Wg^  -f  m^z,  (17) 

Z  =  n^z 

zusammenhängen,  wobei  \,  /o,  m.-^,  1^,  m^,  »3  ganze  rationale  Zahlen 
sind  und  überdies  die  Bedingungen 

/a>0,     i,u>0,     «3>0,  (18) 

0  <  '^  <  1 ,.  0  <   ̂'  <  1 ,    0  <  ̂   <  1  (19) 
erfüllt  sind. 

Ist  nun  y^,  y^,  y^  jene  Basis  in  a,  welche  den  Gitterkoordinaten 

X,Y,Z  in  bewußter  Weise  zugrunde  liegt,  so  gilt  für  je  zwei 

Systeme  rationaler  Werte  (X,  F,  Z),  {x,  y,  z),  welche  vermittelst'  der 
Gleichungen  (17)  miteinander  /zusammenhängen,  die  Relation 

7iX  +  y^Y  4-  nZ  =  yio^x  -h  yco^Tl  +  J^«3'^;  (-^) 

denn  es  müssen  die  Koeffizienten  von  x,  y,  z  beiderseits  überein- 
stimmen. Aus  dieser  Gleichung  und  den  zwei  zugehörigen,  die  in 

den  zu  K{0)  konjugierten  Körpern  statthaben,  folgt  unter  Berück- 
sichtigung von  '  17),  nach  dem  Multiplikationssatze  der  Determinanten: 

^'71,  y-2,  n)  ■  fi'>'2^3  =  ̂ »7"i7  r"2,  r^z)-  (2i) Nun  ist 

ir 
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A(ri.  72,  73 '  =  ±  Hri,  r-2,  Vs)  =  ±  VD  ■  Nmn, 

aus  (21)  folgt  somit: 
7    '\ii    1  i           _L-        Nma 

und  hieraus  wegen  (13): 

Aus  dieser  letzteren  Ungleicliuno-  geht  hervor,  daß  hei  gegebenem  D 
zunäclist  für  die  ganzen  rationalen  positiven  Zahlen  \,  vl^,  n^  in  (17) 
und  hernach,  wegen  (19).  auch  für  die  übrigen  Kocfpsicnten  in  den 
Gleichungen  {11 )  hier  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Wertelxomhinationen 

in  Frage  l'ommen.  Es  kommen  sonach  überhaupt  für  die  Substitution 
(1 7)  bei  gegebenem  D  von  vornherein  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Möglichkeiten  in  Frage. 

Denken  wir  uns  nun  die  zu  (17)  reziproke  Substitution  ge- 
bildet, welche  also  die  Variabein  ic,  y,  z  durch  jene  X,  Y,  Z  dar- 

stellt, und  sodann  durch  Einführung  dieser  Substitution  in  die  Rela- 
tion (20)  die  Größen  y^/y,  y^lVi  V-JV  durch  die  Größen  co^,  Oc,,  oj.- 

ausgedrückt,  so  stellen  sich  die  ersteren  durch  die  letzteren  linear 
homogen  dar^  mit  Koeffizienten,  welche  aus  den  Größen  1^,1.^.  .  .  .,  »., 
in  bestimmter  Weise  rational  zusammengesetzt  sind.  Daraus  folgt,  daß 

auch  für  die  Größen  yjy,  y-2''y,  yaiT,  ̂ '**^  ''^  (^f'>'  Folge  auch  für  deren 
Verhältnisse  y^'-y^'-y^  ?>^  dsm  Körper  Kfd)  hier  nur  eine  endliche  An- 

zahl von  Möglichkeiten  vorliegen. 
Auf  diese  Weise  stellt  es  sich  heraus,  daß  in  einem  jeden 

Ideal  a  eines  Imhischen  Körpers  K[d)  eine  derartige  Basisform 

y^X  -\-  y^Y  -f  y^Z  existiert,  tvohei  für  die  Verhältnisse  y^  :  y.j.  :  y.^  von 
vornherein  nur  eine  endliche,  durcli  den  Körper  hestinimte  Anzahl  von 
MöglicJdxciten  existiert.  Da  nun  einem  jeden  hier  von  vornherein 
denkbaren  Wertesystem  der  besagten  Verhältnisse  wenn  überhaupt, 
dann  höchstens  nur  eine  einzige  Idealkiasse  in  K(B)  euts]>richt,  so 
folgt  daraus,  daß  die  Anzahl  der  IdealJdassen  in  K{d)  endliclt  ist. 

§  7.     Beispiel. 

Der  hier  urefundene  Beweis  des  Satzes  XXXIX  o-ibt  zuoieich  in 

jedem  Einzelfalle  die  geeigneten  Mittel  an  die  Hand,  ujh  alle  exi- 
stierenden Ideal/dassen  eines  gegebenen  Körpers  n-irJdich  aufzustellen. 

Wir  wollen  dies  hier  an  Beisi)ielen  von  (juadratischoi  Körpern  er- 
läutern. 

Durch  die  entsprechenden  Überlegungen,  wie  sie  in  §  6  für  einen 
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kubisclien  Körper  vorgenommen  wurden,  kann  man  für  einen  quadra- 
tischen Körper  die  folgende  Tatsache  gewinnen:  Es  sei  D  die  Dis- 

kriminante  und  co^,  lo^  eine  Basis  des  Körpers;  bedeutet  nun  a  irgend 
ein  Ideal  in  dem  KörjDer,  so  existiert  in  a  immer  eine  Zahl  y  und 
eine  Basis  y^^  y^y  derart,  daß  identisch  in  x,  y 

7i(V^  +  ?2  2/)  +  h  ■  "hy  =  r(wi^  +  a^y)  (22) 

ist,  während  I^,  /g,  Wg  ganze  rationale  Zahlen  sind,  die  den  Un- 
gleichungen 

l,>0,     )u,>0,  (23) 

0<h<  m. ,  (24) 

\  >»2  <  ̂ ^  I  V^  I  (25) 

genügen,  mit  öj  =  -\  oder  =  2J7i,  je  nachdem  Z)  >  0  oder  <  0  ist. 
Aus  (22)  folgt  alsdann: 

72  —  ̂2  "l    +  \  "2 
(26) 

Dabei  wird,  wie  noch  bemerkt  sei,  die  Ungleichung  (25)  durch 

Vermittlung  von  Sätzen  gewonnen,  welche  jenen  XVII',  XVIII'  analog sind  und  lauten: 

XL.  Zu  zivei  linearen  Formen  |,  ri  in  zwei  Variahein,  mit  reellen 
Koeffizienten  und  nicht  verschivindender  Determinante  A,  lassen  sich 
immer  ganzzahlige  rationale  Werte  der  Variahein  angehen,  die  nicht 

beide  verschwinden  und  die  Ungleichung    |7;    < -^  j  A    Imvirlen. 
Zu  zwei  linearen  Formen  |,  t}  in  zwei  Variahein  mit  lonjugiert- 

lomplexen  Koeffizienten  und  nicht  verschwindender  Determinante  A 
lassen  sich   immer  ganzzahlige  rationale   Werte  der   Variahein   angehen, 

2 

die  nicht   heide  verschivinden  und   die    Ungleichung    |  ;?;  |  <  —  !A|    he- 
wirJcen. 

(Der  erste  dieser  Sätze  wurde  in  Kap.  II  §  G  u.  ff.  behandelt;  der 
zweite  ergibt  sich  als  Spezialfall  des  allgemeinen  Theorems  YII  in 

Kap.  II  für  die  Ellipse  \'^\  =  \rj\  <.!  als  Eichfigur.) 
Nun  wollen  wir  speziell  den  quadratischen  Körper  K{i)  der 

vierten  und  den  quadratischen  Köri)er  K(j)  der  dritten  Einheitswurzeln 
betrachten;  dieselben  sind  bzw.  durch  je  eine  Wurzel  der  Gleichungen 

y-2+l=0,      /+./•+ 1=0 

definiert.     Auf   diese    Körper    wenden    wir    die    oben    ausgesprochene 
Tatsache  an. 

Für  den  Körper  K{i)  ist  die  in  §  l  dieses  Kapitels  mit  d  be- 
zeichnete Zahl  =—1,  also  \  (d  —  1)  nicht  ganz;  daher  bilden  1, 

i  =y —  1  eine  Basis  dieses  Körpers  und  also 
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2)=,^'      '=-4 

seine  Diskriminante.     In  der  Folge  wird  hier  aus  (25): 

und  also  mit  Rücksicht  auf  (23),  ('24): 

li  =  l,     »/,  =  1,      ̂ 2  =  0. 

Jedes  Ideal  in  K{i)  besitzt  detmiach  eine  Basis  fiiVi,  ßr  wekhe  (vgl.  26) 

1^  =  "^  =  / 
Vi         «1 

wird,  also  welche  zur  Basis  a^,  a.^  des  Körpers  proportional  ist;  jedes 
Ideal  in  K{i)  ist  somit  ein  Hauptideal. 

Für  den  Körper  K{ji)  finden  wir  rf  =  —  3,  dabei  ist  \{d  —  1)  ganz; 

es  bilden   sonach  1,  )/ —  3  noch  keine  Basis  in  K(J),  wohl  aber  bilden 

\,j=        n  eine  solche.     In  der  Folge  ist  für  K(j): 2 
1,  i 

und  creht  sonach  (25)  hier  in 

=  -3 

l^nh  <  -^-  <  2 

über,  woraus  mit  Rücksicht  auf  (23),  (24)  wieder 

h  =  l,     ni,=  l,     l,  =  0 

folgt.      Somit   besitzt  jedes   Ideal  in  K(j)  eine  Basis  y^,  y^   von   der 
Eigenschaft,  daß 

wird,  und  ist  daher  immer  ein  Hauptideal. 

Die  Körper  K(i),  K(j)  enthalten  also  keine  anderen  Ideale  als 
Hauptideale.  In  jedem  dieser  Kör^icr  entsteht  daher  auch  der  Begriff 
des  größten  gemeinsamen  Teilers  genau  so,  tvie  im  Körper  der  rationalen 
Zaiileti.  Sind  nämlich  u^,  u^  beliebige  zwei  ganze  Zahlen,  die  nicht 
beide  verschwinden,  im  Körper  K{J)  bzw.  im  Körper  K(j),  so  ist 
das  Ideal  («j,  a.^)  des  betreffenden  Körpers  nach  dem  Gesagten  immer 

ein  Hauptideal,  etwa  =  (a);  es  muß  somit  im  Körper  ganze  Zahlen 
^1  >  hy  ̂h  y  ̂2  geben,  so  daß 
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wird,  und  aus  diesen  Relationen  folgt,  daß  a  ein  gemeinsamer  Teiler 
von  «j  und  a^  und  daß  jeder  geraeinsame  Teiler  von  a^,  «.,  zugleich 

Teiler  von  a  ist,  also  daß  a  der  „größte"  gemeinsame  Teiler  von  k^,  u^ 
ist.  Daher  gelten  auch  im  Körper  K{t)  soivohl  als  im  Körper  K(j) 
für  die  ganzen  Zahlen  analoge  Tcilbarl<eiisgesetze ,  wie  für  die  ganzen 
rationalen  Zahlen,  und  in  der  Folge  auch  das  Gesetz  der  eindeutigen 
inultipliJcativen  Zerlegbarkeit  der  ganzen  Zahlen  in  unzerlegbare  Zahlen. 

§  8.     Multiplikation  von  Idealen. 

Wir  fahren  wieder  in  der  allgemeinen  Theorie  eines  beliebigen 
Körpers  Kid)  fort. 

Unter  dem  Produlie  a  b  der  ztcei  Ideale 

a  =  {ui,a^^,..  .,K,;),     h  =  iß^,  ß,^,  .  .  .,  ß^)  (27) 

im  Körper  versteht  man  das  folgende  Ideal: 

ab  = 
(«1^1,  ̂ ißl,  ■  ■  ■,  ̂ hßl,  ̂ lß-2y  «2^2^  •  •  •'  ̂ -ißi'  ■  ■  -y  t'-lßk,  ̂ 'ißk   ,   t<kßk)r 

welches  also  genau  alle  Produkte  aus  einer  Zahl  in  n  und  einer  Zahl 
in  b  und  jede  Summe  aus  derartigen  Produkten  enthalten  wird. 

Es  ist  klar,  daß  das  so  definierte  Ideal  ab  unabhängig  ist  von 
der  Auswahl  der  Zahlen  in  a  bzw.  b,  welche  zur  Festlegung  dieser 
Ideale  dienten. 

Es  liegt  auf  der  Hand,  wie  diese  Definition  auf  Produkte  von 
beliebig  vielen  Idealen  zu  erweitern  ist.  Es  ist  femer  klar,  was  man 
unter  der  Potenz  eines  Ideals  mit  ganzzahligem  positivem  Exponenten 
zu  verstehen  haben  wird. 

Für  die  so  definierte  Multiplikation  von  Idealen  gilt,  wie  man 
unmittelbar  einsieht,  das  assoziative  Gesetz  und  das  hommutative  Gesetz: 

(ah)  •  c  =  a  •  (bc), 

ab  =  ba. 

Bezugnehmend  auf  (27)  definiert  man  ferner  (a,  b)  als  das  fol- 
gende Ideal: 

(a,  b)  =  («1,  t^2,  . . .,  a,,,  ß^,  ß,,  . . .,  ß,?). 

Alsdann  tritt  zu  den  bezeichneten  zwei  Gesetzen  für  die  Multiplika- 
tion der  Ideale  noch  ein   distributives  Gesetz  hinzu,  indem 

(a,  b)  •c  =  (ac,  bc)  (28) 
wird. 

Es   kommt   offenbar  auf  dasselbe  hinaus,   ob  man  ein  Ideal  mit 
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einer  ganzen  Zahl  a  (=H  0)  oder  mit  dem  aus  dieser  Zahl  hervor- 
gehenden Hau})tideal  {a)  multipliziert  (vgl.  §  5). 

XLI.  Jedes  Ideal  reproduziert  sich  selbst,  Kctui  man  es  mit  dem 

Hauptideal  (1)  midtiplizicrt. 
Dieser  Satz  ist  von  vornherein  klar;  es  gilt  aber  auch,  was  sehr 

Avichtig  ist,  die  Unikehrung  hiervon,  welche  lautet: 

XLI'.     Ans  einer  Idealrelation 

nb  =  a  (29) 
foUjt  notaeiidi(j 

h  =  (1). 

(Dabei  wird,  wie  immer  [vgl.  §2],  daran  festgehalten,  daß  ein  Ideal 
stets  auch  von  Null  verschiedene  Zahlen  enthält,  i 

Der  Einfachheit  halber  denken  wir  uns  den  vorliegenden  Körper 
wieder  als  einen  kubischen;  zudem  können  wir  die  Ideale  a  und  b 

insbesondere  je  durch  eine  Basis  «j,  a^,  a.^  bzw.  /i^,  /!,,  ß^  festgelegt 
annehmen;  dann  bedeutet  (29),  daß  jede  Zahl  u  in  ii  sich  als  lineare 
Verbindung  der  neun  Zahlen  a^ß^,  cc.^ßi,  ■■■,  t^sß-^  mit  ganzzahligen 
im  Körper  liegenden  Koeffizienten  darstellen  läßt;  fassen  wir  nun  in 

dieser  Darstellung  je  die  Glieder  mit  a'^,  mit  cc^,  mit  a.  zusammen, 
so  erhalten  wir  a  in  der  Form  einer  linearen  Verbindung  der  Zahlen 
«1,  «2,  «3  mit  Koeffizienten,  welche  Zahlen  in  b  sind.  Es  ist  also 
unter  anderem 

«1  =  ßnf<i  +  ßu^h  +  /^i3«3. 

«3   =  /331«)    +   ̂32  «2   +  ̂33  «3' 

worin  ß^^,  /5,2,  .  .  .,  ß^^  gewisse  Zahlen  in  b  bedeuten.  Hieraus  folgt 
mit  Notwendigkeit  das  Verschwinden  der  Determinante  dieser  in 
«j,  «2»  '^3  homogeneu  Gleichungen: 

!   ßn-^,      ßu,  ßi, 

I        ß2l,         /322-^         ß2S  =0. 

i         ̂31.  ß-S2,         /533-1 

Denken  wir  uns  nun  diese  Determinante  entwickelt  und  in  der  er- 
haltenen Gleichung  das  Glied  1  auf  die  rechte  Seite  für  sich  gebracht, 

so  sagt  dann  die  Gleichung  aus,  daß  1  eine  Zahl  in  b  ist.  Infolgedessen 
ist  aber  auch  jede  ganze  Zahl  des  Körpers,  als  Produkt  ihrer  selbst 
in  1,  eine  Zahl  in  b,  und  also 

b  =  (1). 

Die  Sätze  XLI,  XLI'  lassen  sich  noch  wesentlich  verallgemeinern, 
und  zwar  zu  folgenden: 
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XLII.     Ist 

nml  c  ein  beliebiges  Ideal  im  Körper,  so  ist  auch 

ac  =  bc. 

Diese  Tatsache  ist  unmittelbar  klar.  Es  läßt  sich  aber  auch 

die  Umkehrung  hiervon  beAveisen: 
XLir.     Ans 

ac  =  bc  (30) 

folgt 
a  =  b. 

(Den  Idealen  a,  h,  c  hier  entsprechen  in  (29)  bzw.  h,  (1),  Q.) 
Bei  dem  Beweise  dieses  letzteren  Satzes  werden  wir  drei  Fälle 

unterscheiden: 

1^.     c  sei  ein  Ha  Hj^t ideal,  =  (y).     Dann  bedeutet 

a{y)  =  b(r), 

daß  zu  einer  jeden  Zahl  a  in  a  eine  Zahl  ß  in  b  und  zu  einer  jeden 
Zahl  ß  in  b  eine  Zahl  a  in  n  derart  gehört,  daß 

ay  =  ßy, 

also 

wird;  dies  heißt  aber,  daß 
a  =  b 

ist. 

2°.  c  sei  ein  heliehiges  Ideal;  dagegen  sei  icemgstens  eines  der 
Ideale  a,  b  ein  Hauptideal,  etwa  b  =  (ß).  Indem  wir  uns  der  Ein- 

fachheit halber  den  vorliegenden  Körper  wieder  als  einen  kubischen 

denken,  nehmen  wir  y^,  y.2,  7'd  '^^^  ®i^®  Basis  in  C  an;  dann  ist  offen- 
bar ßy^,  ßy^,  /3;'3  eine  Basis  in  (/3)c  und  die  Voraussetzung 

ac  =  (ß)c  (31) 

besagt  also,  daß  eine  jede  Zahl  in  ac  als  lineare  Verbindung  der 

Größen  ßy^,  ßy^,  ßy-^  mit  ganzzahligen  rationalen  Koeffizienten  dai-- 
gestellt  werden  kann,  also  insbesondere,  wenn  u  eine  beliebige  Zahl 
in  a  ist,  stets  drei  Gleichungen 

«Vi  =l\ß7x  +  Üiß72  +  >\ßn, 

«73  =ihßn  +  ̂hßr-.  +  ̂'sßy-3 
mit  ganzen  rationalen  Zahlen  Pi,  q^,  .  .  .,  ;•.;  bestehen.  Daraus  folgt 
notwendig  das  Verschwinden  der  Determinante  dieser  drei  in  y^iY^^Y^ 
homogenen  Relationen: 
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Diese  letztere  Gleichheit  besagt  nun,  nach  Entwicklung  der  Determi- 

nante hierin,  daß  die  Zahl  a'ß  einer  algebraischen  Gleichung  mit 
ganzen  rationalen  Koeffizienten  und  dem  h("ichsten  Koeffizienten  1  t;e- 
nügt;  hiernach  ist  also  a/ß  eine  ganze  Zahl.  Jede  Zahl  in  a  ist  so- 

mit durch  ß  teilbar  und  es  existiert  infolgedessen  ein  Ideal  e  = 

(cc^fß,  cL^/ß,  .  ■  ■,  cc/i'ß)'-,  für  dasselbe  gilt  dann  die  Relation 

Q  =  e(^).  (32) 

Diese  liefert  mm,  in  (31)  berücksichtigt: 

e(^)c  =  (^)c, 

woraus  dem  unter  l**  Bewiesenen  gemäß 

ec  =  c 
und  also  nach  dem  Satze  XLF 

e  =  (1) 

folgt;  mit  Rücksicht  darauf  ergibt  aber  (32): a  =  (ßh 

was  zu  beweisen  war. 

3**.  a,  b.  c  seien  heliehige  Ideale  im  Körper.  Den  Beweis  des 
Satzes  XLir  gründen  wir  unter  diesen  allgemeinsten  Umständen  auf 
zwei  Hilfssätzen,  denen  auch  an  sich  eine  fundamentale  Bedeutung  in 
der  Idealtheorie  zukommt.     Der  eine  dieser  Hilfssätze  lautet: 

XLIII.  Zu  jedem  heliebigen  Ideal  c  des  Körpers  gibt  es  eine  posi- 

tive ganze  rationale  Zahl  g  derart,  daß  C'  ein  Hauptideal  wird. 
Beweis:  Ist  c  selbst  ein  Hauptideal,  so  versteht  sich  der  Satz 

von  selbst,  speziell  mit  dem  Werte  g  =  1.  Ist  c  kein  Hauptideal,  so 
bilden  wir  aus  c  durch  fortgesetzte  Potenzierung  die  Folge  der  Ideale 

c,  c^,  c^,  .  .  .;  jedes  dieser  Ideale  repräsentiert  irgend  eine  von  den 
Idealklassen  des  Körpers,  der  es  selbst  angehört;  da  nun  für  den 

Körper,  nach  Satz  XXXIX,  überhaupt  nur  eine  endliche  Anzahl  ver- 
schiedener Idealklassen  existieren,  so  müssen  wir  in  der  obigen  Folge 

von  Idealen  auch  äquivalenten  Idealen  begegnen.  Es  sei  demgemäß 

C'  das  erste  angetroffene  Ideal,  welches  einem  bereits  vorher  vor- 
kommenden, etwa  c"",  ä(|uivalent  ist;  dann  gibt  es  im  Körper  irgend 

welche  von  Null  verschiedene  «janze  Zahlen  u,  v,  so  daß 
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wird.     Daraus  folgt  nach  dem  schon  unter  2^  Bewiesenen: 
(t,)c.''i-?o  =  (i[i); 

demnach  ist  die  ganze  Zahl  fi  durch  die  ganze  Zahl  v  teilbar,  also 

etwa  =  yv,  wobei  y  eine  weitere  ganze  Zahl  4=  0  iui  Körper  bedeutet, 
und  somit  haben  wir: 

hieraus  folgt  endlich  dem  unter  1"  Bewiesenen  gemäß: c^'--'"  =  (r)- 

Danach  ist  unser  Satz  mit  dem  Werte  g  =  f/j  —  [/^  richtig.  Die  hier 
ermittelte  Zahl  g^  —  //q  ist  zugleich  der  Heinste  positive  Exponent, 
zu  dem  a  erhoben  ein  Hauptideal  wird,  denn  eine  gegenteilige  An- 

nahme würde,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  zu  einem  Widerspruch 
gegen  die  Voraussetzung  über  die  Natur  des  Exponenten  g^  führen. 

Der  andere  von  den  erforderlichen  Hilfssätzen  lautet: 

XLIV.  Zu  jedem  heliebigen  Ideal  hmn  man  im  Körx)er  ein  tvei- 
teres  Ideal  derart  finden,  daß  das  Produkt  beider  Ideale  ein  Haupt- 

ideal ivird. 

Beweis:  Ist  c  das  gegebene  Ideal  und  g  ein  solcher  ganzer  ratio- 
naler positiver  Exponent,  daß  c^  ein  Hauptideal,  =  (y),  wird,  so 

brauchen  wir  nur  C"^  für  das  weitere  Ideal,  von  welchem  in  dem 
Satze   die  Rede  ist,  zu  nehmen  und  haben  damit  in  der  Tat: 

c  •  c*'-^  =  iy). 

Dabei  ist,  sollte  ̂   =  1,  also  c  selbst  ein  Hauptideal  sein,  unter  c'' 
das  Hauptideal  (1)  zu  verstehen. 

Nun  gestaltet  sich  der  Beweis  des  Satzes  XLIF  im  allgemeinen 

FaUe  S**  sehr  einfach.  Wir  bestimmen  zu  dem  in  der  Formel  (30) 
auftretenden  Ideal  c  ein  Ideal  c*  im  Körper  derart,  daß  cc*  ein  Haupt- 

ideal, =  iy),  wird;  multiplizieren  wir  sodann  in  (oOl  beide  Seiten  mit 

C*,  so  ergibt  sich: 

und  hieraus  folgt  gemäß  dem  bereits  im  Falle  P  Bewiesenen: 

was  zu  beweisen  war. 

§  0.     Reziproke  Idealklassen. 

Den  auf  Gleichheiten  zivischen  Idealen  bezüglichen  elementaren 
Sätzen  des  vorigen  Paragraphen  entsprechen  ganz  aualoge  Sätze 
über  Äquivalenzen  suischen  Idealen. 
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Es  wird  hier  immer  nur  vuu  Idealen  und  ganzen  Zahlen  in  einem 
bestimmten  Körper  gesprochen. 

So  ist  aus  der  Definition  der  Äquivalenz  von  Idealen  unmittel- 
bar klar, 

XLV.  daß  wenn  a  ein  beliebiges  Ideal  und  (ß)  ein  beliebiges 
Haiqitideal  im  Körper  bedeuten,  stets 

a  (ß)  ̂   a ist. 

Es  gilt  aber  auch  die  Umkehrung  hiervon,  lautend: 
XLV.     Wenn 

a  b  '^  a 

ist,   so   ist  b  notwendig   ein  Hauptideal.      Denn    es    gibt    dann    ganze 

Zahlen  ̂   =j=  0  und  v  -j=  0  im  Körjier,  so  daß 

i'üb  =  /la 

ist,  und  hieraus  folgt  nach  dem  Satze  XLII': vb  =  (ß); 

danach  ist  ̂   durch  v  teilbar  und  kommt  b  auf  das  Hauptideal  (u/v) 
hinaus,  also  ist b~(l). 

XLVI.  Muliiplißiert  man  zwei  äquivalente  Ideale  a,  b  mit  einem 

und  demselben  Ideal  c,  so  sind  auch  die  erhaltenen  Produlir  äqui- 
valent.     In  der  Tat:  nach  Voraussetzung  gibt  es   zwei  von  Null  ver- 
schledene ganze  Zahlen 

/', V  im  Körper 

d. 

erart, 
daß 

ist; daraus folgt 
i'b  =  .ua 

also 
vbc  =  iuac, 

bc  ~  ac. 

Auch für  diesen Satz gilt  die  genaue Umk ehru 
XLVI '.     Aus 

folgt 

ac  ~  bc 

a^b. 

Denn  der  Voraussetzung  gemäß  gibt  es  von  Null  verschiedene  ganze 

Zahlen  /«,  v  im  Körper  derart,  daß 

fi  a  c  =  v  b  c 

wird;  daraus  folgt  dann  nach  XLII': 
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fta  =  vh, 
also 

Durcli   Anwenclimg-  des    Satzes   XLVI   bzw.   XLVF  ergeben   sich 
die  folgenden  Tatsachen: 

XLVII.     Hat  man 

a  --'  a*,    h  ̂   b* 
so  gilt 

ab  ̂   a*b  ~  a*b*. 
XLVir.     Hat  man 

ab  ~  ((-^'{y--.    a  -^  a*, 

so  folgt  liicmus  zmiäclist: 

ah  <^  (i'^h  ̂   (C^-\f-, und  daraus: 

b  ~  b*. 
Zu  einem  Ideal  a  kann  nach  dem  Satze  XLIV  immer  im  Körper 

ein  solches  Ideal  b  ermittelt  werden,  daß 
ah  ~  (1) 

Avird.  Hernach  wird  dann  dem  Satze  XLVII  zufolge  auch  das  Pro- 
dukt eines  heliebigen  Ideals  derjenigen  Klasse,  welcher  a  angehört,  in 

ein  Jjdiebiges  Ideal  der  durch  b  bestimmten  Klasse  ̂ ^  (1)  sein. 
Zwei  in  derartiger  Beziehuno-  zueinander  stehende  Idealklassen 

des  Körpers,  daß  ein  Produkt  aus  einem  beliebigen  Ideal  der  ersten 
und  einem  beliebigen  Ideal  der  zweiten  Klasse  stets  ein  Hauptideal 
liefert,  nennt  man  zueinander  reziprok. 

Zu  jeder  Idealldasse  geJiört  im  Körper  eine  einzige  reziproke  IdeaJ- 
Jdasse:  hat  man  nämlich  für  Ideale  a,  b,  b*  des   Körpers  gleichzeitig 

ab~(l),     ab*~(lj, 

so  kann  dies  wegen  des  Satzes  XLVI'  nicht  anders  stattfinden,  als  daß 

b  -^  b* 
ist,  also  b  und  b'''  zu  derselben  Idealklasse  gehören. 

Die  Klasse  der  Hauptideale  ist  zu  sich  selbst  reziprok-^  denn  das 
Produkt  von  zwei  Hauptidealen  ist  immer  Avieder  ein  Hauptideal. 

i;  10.     T<'ilbarkeit  von  Idealen. 

Wenn  zu  zwei  Idealen  a,  t  ein  drittes  in  derart  gehört,  daß 

a  —  nit  ist,  so  sagen  wir,  daß  a  durch  t  teilbar  ist  oder  daß  t  ein 
Teiler  von  a  ist. 
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Jedes  Ideal  ist  durch  sich  seihst  und  durch  das  Hauptideal  (1) 
te/(f/ar. 

Der  Umstand,  daß  ein  Ideal  a  durch  ein  Hauptideal  (t)  teilbar 

ist,  Jcommt  offenbar  darauf  hinaus,  daß  jede  Zahl  in  a  durch  r  teil- 
bar ist. 

Die  Beziehung  eines  Ideals  a  zu  einem  Teiler  t  desselben  läßt 
sich  noch  auf  eine  andere  Weise  charakterisieren.  Ist  n  =  mt,  so 

folgt  daraus,  daß  jede  Zahl  in  a  sich  linear  aus  Zahlen  in  t  zusammen- 
eetzen  läßt  mit  Koeffizienten,  die  Zahlen  in  m  sind.  Daraus  geht 
dann  vor  allem  hervor,  daß  jede  Zahl  in  a  unter  den  Zahlen  des 

Ideals  t  vorJiomntt,  daß  also  das  Punktgitter  ('»)(a)  ganz  im  Punkt- 
gitter ('»3(1)  aufgeht,  —  oder,  wie  wir  sagen  wollen,  um  die  Aus- 

drucksweise besser  der  Vorstellung  von  t  als  Teil  anzupassen,  — 

daß  das  Punktgitter  &(a)  das  Punktgitter  ('«)(t)  ningibf. 
Wenn  umgekehrt  es  zunächst  feststeht,  daß  das  Punktgitter  W(rt) 

das  Punktgitter  (^3(t)  umgibt,  d.  h.  daß  eine  jede  Zahl  von  n  unter 

jenen  von  t  vorkommt,  so  folgt  daraus  sofort  auch  mit  Notwendig- 
keit, daß  das  Ideal  a  durch  das  Ideal  t  teilbar  ist.  Ist  nämlich  zu- 

nächst t  ein  Hauptideal,  so  versteht  sich  die  behauptete  Tatsache 
ohne  weiteres.  Ist  ferner  t  kein  Hauptideal,  so  können  wir  dazu 

jedenfalls  ein  Ideal  t*  derart  bestimmen,  daß  tt*  ein  Hauptideal, 
=  (r)  wird;  da  alsdann  infolge  unserer  Voraussetzung,  wie  man  ohne 

Weiteres  erkennt,  auch  jede  Zahl  aus  at*  eine  Zahl  aus  tt*  sein  wird, 
d.  h.  alle  Zahlen  von  at*  unter  jenen  von  tt*,  also  unter  den  sämt- 

lichen Vielfachen  von  r  vorkommen,  so  ist  also  nach  dem  bereits  so- 

eben Bemerkten  gewiß  at*  durch  tt*  und  in  der  Folge  nun,  nach 

dem  Satze  XLIl',  a  durch   t  teilbar. 
Auf  Grund  dieser  Tatsachen  ergibt  sich  hiermit  die  folgende 

andere  Charakterisierung  des  BegriflFs  „Teiler  eines  Ideals":  Ein  Ideal 
t  ist  ein  Teiler  des  Ideeds  a,  ivenn  alle  Zahlen  von  a  auch  in  t  vm-- 
hommen. 

jMan  hat  hiernach  zu  beachten,  daß  von  zwei  Idealen,  deren  eines 

ein  Teiler  des  anderen  ist,  der  Teiler  zumindest  dieselben  Zahlen  um- 
faßt, wie  das  andere  Ideal,  also  das  an  Zahlen  reichere  Ideal  ist, 

falls  nicht  beide  Ideale  identisch  sind.  Wie  denn  l)eispielsweise  das 

Ideal  (1),  welches  Teiler  eines  jeden  Ideals  im  Körper  ist,  überhaupt 
alle  ganzen  Zahlen  des  Körpers  in  sich  begreift. 

Eine  unmittelbare  Folgerung  aus  dieser  letzteren  Charakterisierung 
eines  Idealteilers  ist  der  folgende  Satz: 

XLVIII.  Bedeutet  u  eine  beliebige  Zahl  in  einem  Ide<d  ii.  so  ist 

stets  das  Hauptide<d  (a)  durch  a  teilljar.   — 
Ist  t  gleichzeitig  Teiler  eines  jeden  von  zwei  Idealen  n,  b,  so  iiennt 

man  es  einen  gemeinsamen  Triler  der  zwei  Ideale. 
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Das  aus  zwei  Idealen  a,  b  ahzuleitendc  Ideal  (a,  b)  (vgl.  §  8)  ist 
ein  gemeinsamer  Teiler  von  a  und  b;  denn  sowohl  jede  Zahl  von  a,  als 
auch  jede  von  b  ist  unter  den  Zahlen  des  Ideals  (a,  b)  enthalten. 
Zugleich  ist  jeder  gemeinsame  Teiler  von  a  und  b  auch  Teiler  von  (a,  b); 
denn  aus  zwei  Gleichungen 

Q  =  tm,     b  =  tu 

für  Ideale  t,  m,  n  folgt  (nach  §  8,  Gleich.  (28)): 

(a,  b)  =  (tm,  tu)  =  t(m,  n). 

Wegen  dieser  beiden  Eigenschaften  nennt  man  das  Ideal  {a,  b)  den 
größten  gemeinsamen  Teiler  der  Ideale  a,  b. 

Ist  der  größte  gemeinsame  Teiler  zweier  Ideale  =  (1),  so  nennt 
man  diese  Ideale  teilerfremd  oder  relativ  prim. 

XLIX.  Sind  die  Ideale  a,  b  teilerfremd,  so  lassen  sich  in  ihnen 
bzw.  zwei  Zahlen  a,  ß  derart  angehen,  daß 

ic  +  ß  =  l wird.     Ist  nämlich 
(a,  b)  =  (1), 

dabei  (nach  den  Zahlen,  aus  denen  die  Ideale  entspringen), 

a  =  («1,  «2, . .  .,  IC,),     b  =  {ßi,ß.,,. .  .,  /3^.), 

so  muß  sich  die  Zahl  1,  weil  sie  in  [a,  b)  vorkommen  soU,  in  der 
Form 

darstellen  lassen,  worin 

irgend  welche  ganze  Zahlen  des  Körpers  sind;  nun  ist  in  (o3) 

X^a^  +  l^cL^^   \- h^h 
eine  Zahl  in  a, 

f^ißi  +  ihßj  +  --  +  f'kßk 

eine  Zahl  in  b  und  daraus  folgt  unmittelbar  die  Richtigkeit  der  Be- 
hauptung. — 

Die  Begriöe  eines  gemeinsamen  und  des  größten  geraeinsamen 
Teilers  zweier  Ideale  und  die  darauf  bezüglichen  Sätze  lassen  sich  in 

naheliegender  Weise  auf  gemeinsame  Teiler  beliebig  vieler  Ideale  er- 
weitem, ganz  wie  dies  mit  den  analogen  Begrifien  und  Sätzen  in  der 

Theorie  der  rationalen  Zahlen  zu  geschehen  pflegt. 
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§  11.     Zerlegung  von  Idealen  in  Primideale. 

Die  Beziehung  zwischen  einem  Ideal  n  und  einem  Teiler  des- 
selben, t,  ließ  in  §  10  die  einfache  geometrische  Deutung  zu:  das 

Punktgitter  &{a)  umgibt  das  Punktgitter  @(t). 
Wir  können  danach  alle  Teiler  t  eines  vorgelegten  Ideals  a  in 

der  Weise  ermitteln,  daß  wir  zunächst  alle  im  Gesamtgitter  65 (o)  des 

Körpers  irgendwie  enthaltenen  Gitter  suchen,  welche  vom  Gitter  ©(a) 

umgehen  Averden,  und  von  den  gefundenen  Gittern  .sodann  nur  die- 
jenigen beibehalten,  welche  überhaupt  Idealen  entsprechen,  wofür  die 

am  Schlüsse  von  §  o  angegebeneu  Umstände  maßgebend  sind. 
Zu  jedem  Teiler  t  von  a,  resp.  zu  dem  ihm  entsprechenden  Gitter 

(^(t)  geh(")rt  nun,  wenn  das  Gitter  W(a)  irgendwie  auf  ein  Grund- 
parallelepiped 

0^X<1,    o^r<i,    0^Z<1 

bezogen  ist,  ein  diesem  letzteren  adaptiertes  Grundparallelepiped,  (vgl. 

Kap.  III  §  14),  —  also  eine  ganz  bestimmte  Substitution 

y=  m.,Y -{- ))i.,Z,  (34) 

s  =  n^Z 

mit  ganzzahligen  rationalen,  die  Ungleichungen 

l,  >  0,     nu  >  0,     »3  >  0, 

0  <  '-^  <  1,   0  <   ̂'  <  1,   0  <  -"^  <  1  (35) 

befriedigenden  Koeffizienten,  —  derart,  daß  ('»i(t)  genau  durch  das  Gitter 
in  X,  y,  z  vorgestellt  wird.  Zugleich  ergibt  sich  aus  dieser  Sub- 

stitution der  Zusammenhang  zwischen  der  dem  x-,  y-,  ,f- Gitter  zugrunde 
liegenden  Basisform  des  Ideals  t,  etwa  r^x  -\-  r^y  +  x.^z,  und  der  dem 
X,  Y,  Z- Gitter  zugrunde  liegenden  Basisform  des  Ideals  n,  etwa 
4^yX  ■\- a.^Y -\- a^Z ,  und  zwar  in  den  Relationen: 

Ziehen    wir    noch    die    zu    diesen    letzteren    analogen    Relationen    für 

die    zu    Kj,  ...  Tg   konjugierten    Größen    k/,  ■  ■  .  t.^    bzw.    «/',  •  .  •  rg 
heran,  so  ergibt  sich  aus  allen  neun  Relationen  zunächst  die  folgende 
Beziehung  zwischen   der  Diskriminante   von  a^,  a^,  Kg   und  jener   von 

^l>   '^2>   '^3* 

A-((^i,  a.^,  Kg)  =  li'-^7n.rn./  ■  /^'{t^,  r.^,  Tg).  (36) 
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Da  nun  (vgl.  §  4) 

A^(Tj,     T.,,     Tg)    =    (Nmt)^     •    A^(ßJi,    CÖ2,    Wg) 

ist,  unter  co^,  oj»,  «^  ̂ ^^^  Basis  im  Körper  verstanden,  so  folgt  aus 
(36)  weiter: 

Nm  a  =  /j  »»2  ̂ *3  ■  ̂Di  t. 

Es  ist  also  /j  w<2  *'3  ®i^^  Teiler  von  Nm  a  und  hieraus  folgt,  daß,  wenn 
das  Ideal  a,  oder  selbst  nur  Nma,  vorgegeben  ist,  zunächst  für  die 
ganzen  positiven  Zahlen  l^,  m.^,  n.^  und  hernach,  mit  Rücksicht  noch  auf 
(35),  überhaupt  für  die  sändliclien  Koeffzienten  in  der  Substitution  (34 j 
von  vornherein  nur  eine  endliche  ÄnzaJd  von  Wertehombinationen  zu- 

lässig ist.  Namentlich  zeigt  sich,  daß  in  jedem  besonderen  Falle  ent- 
weder /^WgJ^g  >  1  und  dann  Nmt<Nma  ist,  oder  andernfalls  nur 

t  =  a  sein  kann;  d.  h.  jeder  Teiler  von  q,  außer  a  seihst,  hat  eine  Norm, 
die  <  Nm  a  ist.  Da  überdies  zwei  verschiedenen  Teilern  von  a  not- 

wendig zwei  verschiedene  Substitutionen  (34)  entsprechen,  so  liefert 
unsere  Überlegung  den  folgenden  Satz: 

L,  Ein  gegebenes  Ideal  kann  nur  eine  endliche  Anzahl  von  ver- 
schiedenen Teilern  hcdten. 

Ein  von  (1)  verschiedenes  Ideal,  welches  außer  sich  selbst  und 
dem  Hauptideal  (V)  keine  weiteren  Teiler  besitzt,  also  nicht  anders  in 
zwei  Idealfaktoren  zerlegbar  ist,  als  in  ein  Produkt  aus  sich  selbst  in 
das  Hauptideal  (1),  soll  ein  Frimidecd  heißen. 

Der  Wert  1  als  Norm  kommt  nur  dem  Ideale  (1 )  zu.  Wir  be- 
zeichnen eine  Zerlegung  a  =  iJit  eines  von  (1)  verschiedenen  Ideals  a 

als  eine  echte  Zerlegung^  wenn  dabei  weder  m  =  (1),  t  =  a,  noch 
m  =  a,  t  =  (1)  ist;  bei  einer  solchen  echten  Zerlegung  muß  dem 
Obigen  zufolge  Nmt  und  muß  desgleichen  Nmm  als  ganze  rationale, 
1  noch  überschreitende  Zahl  <  Nma  ausfallen.  Auf  Grund  dieser 

Tatsache  läßt  sich  unmittelbar  der  Schluß  ziehen,  daß  ein  beliebig 

vorgelegtes,  von  (1)  verschiedenes  Ideal  entiveder  Iceine  echte  Zerlegung 
zuläßt  oder  durch  fortgesetzte  echte  Zerlegung  in  Teiler  sich  schließlicJt 
als  Froduld  einer  endlichen  Anzahl  von  solchen,  von  (1)  verschiedenen 
Idealen  darstellen  muß,  welche  keine  echte  Zerlegung  mehr  zulassen. 
Wir  kommen  damit  zum  folgenden  Satze: 

LI.  Ein  gegebenes  von  ( 1 )  verschiedenes  Ideal  ist  entweder  ein 
Primideal  oder  es  läßt  sich  als  Produkt  einer  endlichen  Anzahl  von 
Primidealen  darstellen . 

Die  hier  durchgeführte  Betrachtung  zeigt  auch  den  Weg,  auf 
welchem  die  Darstellung  eines  Ideals  als  Produkt  von  Primidealen 
gewonnen  werden  kann. 

Minkowski,  dioiihant.  Aiiproximationeii,  12 
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§  12.     Eindeutigkeit  der  Zerlegung  von  Idealen  iu  Primideale. 

Es  fragt  sich  nun,  ob  man  auf  verschiedenen  Wegen  nicht  etwa 
zu  verschiedenen  multiplikativen  Darstellungen  desselben  Ideals  durch 
Primideale  gelangen  kann.     Diese  Frage  ist  zu  verneinen: 

LH.  Bie  midtipliJiative  Zerlegung  eines  Ideals  in  Primideale  ist 
immer  eindeutig. 

Zum  Beweise  dieses  fundamentalen  Satzes  brauchen  wir  den  fol- 

genden Hilfssatz: 
LIII.  Wenn  das  Trodiüxt  zivcier  Ideale  durch  ein  Fr  im  ideal  teil- 
bar ist,  so  muß  mindestens  einer  der  beiden  FoMoren  durch  dieses 

Frimideal  teilbar  sein. 
Beweis:  Es  sei  das  Primideal  p  ein  Teiler  des  Produkts  der 

Ideale  a,  b.  Angenommen,  es  sei  dabei  a  nicht  durch  p  teilbar  und 

daher  a  zu  p  teilerfremd,  dann  ist  hier  zu  zeigen,  daß  p  in  b  auf- 
gehen muß.  Wir  bestimmen  nach  dem  Satze  XLIX  (S.  175)  eine  Zahl 

u  in  a  und  eine  Zahl  y  in  p  derart,  daß 

u  -{-  (f  =  1 

wird.  Bedeutet  nun  /j  eine  beliebige  Zahl  in  b,  so  ist  uß  eine  Zahl 
in  ah,  also  auch  in  dem  Teiler  p  von  nb;  ferner  ist  ßcp  ebenfalls 
eine  Zahl  in  p;  in  der  Folge  ist  also  auch  die  Summe  der  beiden 

Zahlen,  {u  -{-  (p)ß  =  ß,  unter  den  Zahlen  von  p  enthalten.  Sonach  ist 
jede  Zahl  in  b  zugleich  eine  Zahl  iu  p  und  also  p  ein  Teiler  von  b^ 
was  zu  beweisen  war. 

Der  Hilfssatz  LIII  überträgt  sich  sofort,  mit  entsprechend  ge- 
ändertem Wortlaute,  auf  ein  Produkt  von  beliebig  vielen  Idealen. 

Angenommen  nun,  um  zum  Beweise  des  Satzes  LII  überzugehen^ 

es  lägen  für  ein  Ideal  a  =|=  (1)  zwei  verschiedene  Zerlegungen  vor: 

a  =  i^^y?.;  . . .  p/ 

=  Ol  Oo  .  •  .  O,;" , 

worin  Pj,  Pg,  .  .  .,  p^  für  sich  und  (\i,  (\2,  ■  ■  -j  ̂,j  für  sich  jedesmal  unter- 
einander verschiedene  Primideale  und  s^,  s.-,,  .  .  .,  s^,  t^,  t^,  ■  ■  ■,  t^  lauter 

positive  ganze  Zahlen  ])edeuten.  Auf  Grund  des  soeben  bewiesenen  Hilfs- 
satzes erschließt  man,  daß  jedes  der  Ideale  Pj,  Pg,  .  .  .,  p^  Teiler  von 

mindestens  einem  der  Ideale  q^,  q,,  .  .  .,  q^  sein  muß  und  umgekehrt. 
Dies  ist  aber,  da  hier  lauter  Primideale  vorliegen,  offenbar  nur  so 

möglich,  daß  die  einzelnen  p  mit  den  einzelnen  q  bis  auf  die  Reihen- 
folge bzw.  identisch  sind.  Wir  kämen  also  bei  entsprechender  An- 

ordnung der  q   zu   zwei  Darstellungen  folgender  Art  für  n: 
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(37) 

Wäre  nun  beispielsweise  .Si</i,  so  würde  ans  (37)  folgen: 

wobei  also  die  rechte  Seite,  aber  kein  Faktor  der  linken  Seite  durch 
Pi  teilbar  wäre,  was  dem  besagten  Hilfssatze  widersprechen  würde. 

Es  muß  daher  notwendig  s^  =  t^  und  aus  analogen  Gründen  auch 

weiter  s^  =  t^,  .  .  .,  Sy  =  tj,  sein;  hiermit  ist  aber  der  Satz  LII  be- 
wiesen.*) 

§  13.    Restensystem  nach  einem  Ideal. 

Wenn  eine  Zahl  u  in  einem  gegebenen  Ideal  a  enthalten  ist, 
so  sagen  wir,  daß  a  Jcongnient  0  ist  nach  dem  Modul  a  und  schreiben 
dies,  wie  folgt: 

«  =  0  (mod  a). 

Diese  Aussage  ist  also  gleichbedeutend  damit,  daß  das  Hauptideal 
(a)  durch  a  teilbar  ist. 

Wir  nennen  zwei  ganze  Zalilen  des  Körpers,  w*,  oj,  nach  einem 
Ideal  a  des  Körpers  als  Modul  einander  longruenf,  in  Zeichen 

o*  ̂   fo  (mod  a), 
wenn 

w*  —  fo  =  0  (mod  a) 

ist.  Bilden  cc^,  a^,  «3  eine  Basis  des  Ideals  a,  —  wir  nehmen  dabei 
wieder  das  Beispiel  eines  kubischen  Körpers  auf,  —  so  kommt  die 
eben  erwähnte  Beziehung  zwischen  co*  und  co  auf  das  Bestehen  einer 
Gleichung 

CO*  =  w  +  P«,  +  Q((2  +  -?^% 

mit  rationalen  ganzen  P,  Q,  11  hinaus. 

*)  Die  Idee,  zuerst  di(j  Endlichkeit  der  Anzahl  der  Idealklassen  fest/Ai- 
stelleu  und  diese  Tatsache  dann  als  Grundlage  für  den  Beweis  des  Satzes  von 

der  eindeutigen  Zerlegbarkeit  der  Ideale  in  Primideale  zu  nehmen,  rührt  von 
Hurwitz  (Gott.  Nachr.  1895,  pag.  324)  her.  Hurwitz  führte  diese  Idee  auf 

einem  Wege  durch,  der  als  eine  Verallgemeinerung  des  Euklidischen  Divisions- 
verfahrens zur  Bestimmung  des  größten  gemeinsamen  Teilers  zweier  Zahlen  an- 

gesehen werden  kann.  Neu  ist  hier  die  Verwendung  der  Sätze  über  die  Adap- 
tion eines  Zahlengitters  an  ein  enthaltenes  Gitter  (Kap.  III  §  14 1  und  der  allge- 

meinen diophantischen  Approximationen  in  bezug  auf  Parallelepiiiede  bzw. 
elliptische  Zylinder  behufs  Erreichung  des  gleichen  Zieles. 

12* 
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Man  beweist  mit  Leichtigkeit  die  folgenden  Sätze,  in  denen  unter 

ganzen  Zahlen  uud  Idealen  stets  ganze  Zahlen  und  Ideale  des  ge- 
gebenen Körpers  zu  verstehen  sind  und  kleine  griechische  Buchstaben 

nur  solche  ganze  Zahlen,  kleine  deutsche  Buchstaben  nur  solche 
Ideale  bezeichnen  sollen: 

LIV.  Jede  ganze  Zahl  ist  sich  seihst  nach  einem  heliehigen  Ideal 
als  Modul  kongruent. 

LIV.  Wenn  zivei  ganze  Zahlen  derselben  dritten  ganzen  Zahl  nach 
einem  Ideal  a  als  Modul  hongruent  sind,  so  sind  sie  auch  untereinander 
niod  a  kongruent. 

LY.     Wenn 

ist,  so  folgt  daraus: 

LV.    Wenn 

(3*  ;^  <?,     T*  ̂   T  (mod  n  I 

(?*  +  r-=  =  a  ±t  (mod  a), 
(?*T*  =  (?r  (mod  a). 

6(0*  ̂   (703  (mod  a) 

und  dabei  das  Hauptideal  {6}  zu  a  teilerfremd  ist,  so  ist  auch 

05*  ̂   0)  (mod  a). 
LVI.    Wenn 

03*  ̂   03  (mod  a) 

und  t  ein  Teiler  von  a  ist,  so  ist  auch 

03*  ̂   03  (mod  t). 
LVr.    Wenn 

03*  =  03  (mod  a), 

03*  ̂   03  (mod  b) 

ist  und  zugleich  a,  h  teilerfremd  sind,  so  ist  auch 

03*  ̂   03  (mod  ab). 

Wir  denken  uns  ein  Ideal  a  von  der  Norm  iV((l)  =  -ZV  in  der 
üblichen  Weise  durch  ein  Gitter  W(tt)  dargestellt,  welches  selbst  in 
dem  dritter  &(o)  der  sämtlichen  Zahlen  des  (hier  wieder  als  kubisch 

gedachten)  Körpers  enthalten  ist;  es  sei  dabei  6(a)  auf  ein  Grrund- 
parallelepiped 

0<X<1,     0<.Y<1,     0<gZ<l  (38) 

bezogen  und  a^X  -\-  «2^'+  c^s^  ̂ i^  diesem  Gitter  05(0)  entsprechende Basisform  für  n.     8iud  dann 

6^,  (?2,  .  .  .,  6y  (39) 

diejenigen,  der  Anzahl  nach  N,  ganzen  Zahlen  des  Körpers,  für  welche 
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die  zugehörigen  Gitterpunkte  in  G>(o)  dem  Bereiche  des  Grundparallel- 
epipeds  (38 )  angehören  ( vgl.  §  4),  so  läßt  sich  zu  einer  jeden  ganzen 
Zahl  w  des  Körpers  eine  Zahl  öf.  unter  jenen  (39)  eindeutig  derart 
angeben,  daß 

CO  =  6).  (mod  a)  (40) 

wird.  Es  ist  nämlich  offenbar  dieses  ö^.  genau  diejenige  eindeutig 

bestimmte  unter  den  Zahlen  (39),  für  welche  der  zugehörige  Gitter- 
punkt dem  der  Zahl  (o  entsprechenden  Gitterpunkte  in  bezug  auf  das 

Gitter  &{ü)  homolog  ist,  d.  h.  aus  diesem  letzteren  Gitterpunkte  bei 

einer  entsprechenden  Translation  des  Gitters  ('^J(a)  in  sich  selbst 
hervorgeht;  sind  X  =  —  P,  Y  =  —  Q,  Z=  —  B  die  (ganzzahligen) 
Bestimmungsstücke  der  betreffenden  Translation,  so  haben  wir  dabei: 

(Sf.  =  CO  —  Pci^  —  Qa^  —  ̂ ^3> 

woraus  die  Beziehung  (40 j  folgt.  Zugleich  erhellt,  daß  es  unter  den 
Zahlen  (39)  selbst  nicht  zwei  mod  a  einander  kongruente  geben  kann. 
Wir  gewinnen  damit  folgenden  Satz: 

LVII.  Zu  einem  Ideal  a  von  der  Xorni  N  lassen  sielt  stets  N 

ganze  Zahlen  im  Körper  derart  angeben,  daß  jede  ganze  Zahl  des 
Körpers   einer    und   nur   einer   dieser   N  Zalden  mod  a  Ixongrnent    ist. 

y  Zahlen  im  Körper  von  dieser  Art  nennen  wir  ein  vollständiges 
Restensystem  modido  a. 

Aus  einem  vollständigen  Restensystem  mod  a  kann  man  beliebig 

viele  andere  solche  Systeme  ableiten,  indem  man  die  einzelnen  Ele- 
mente des  erstgegebenen  beliebig  durch  additive  Hinzufügung  von 

irgend  welchen  Zahlen  des  Ideals  a  variiert. 
Hiermit  haben  wir  für  die  Norm  eines  Ideals  eine  neue  Be- 

deutung gefunden:  die  Norm  eines  Ideals  ist  mit  der  Anzahl  der 
Elemente  in  einem  vollständigen  Bestensgstem  nach  dem  Ideal  als 
Modul  identisch. 

§  14.     Sätze  über  Normen  von  Idealen. 

Auf  der  zuletzt  o;ewonnenen  Bedeutung  der  Norm  eines  Ideals 

wird   sich  der  Beweis  des  folgenden  Satzes  wesentlich  gi-ünden: 
LVIII.  Die  Norm  des  Prodtddes  ziveier  Ideale  q,  b  ist  gleich  dem 

Prodiikte  der  Normen  der  einzelnen  Falioren: 

Nra  (ab)  =  Nm  a  •  Nm  b. 
Wir  werden  beim  Beweise  dieses  Satzes  hier  nach  einander  vier 

Fälle  betrachten;  den  vorliegenden  Körper  denken  wir  uns  wieder  der 
Einfachheit  halber  als  einen  kubischen. 
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1°.  Mindestens  einer  der  Faktoren  ist  ein  HauptideaJ,  etna  a  =  («). 
Ist  ßi,  ßo,  ß,i  eine  Basis  für  h,  so  ist  ccß^,  aß^,  ccß.^  eine  solche  für 
(a)b  und  wir  haben  sodann  nach  der  ursprünglichen  Definition  der 
Norm  eines  Ideals  (s.  §  4  Gleich.  (5)): 

A'(^i,  ßi,  ßz)  =  (Nmb)-  •  A2(o3„  ox„  co,), 

A\aß„  tcß„  aß,)  =  (Nm(ab))2  •  A^OJ^,  ox„  a,), 

unter  Oy,  a^,  co^  eine  Basis  des  Körpers  verstanden.  Andererseits  finden 

wir  unmittelbar,  auf  Grund  von  Nma  =  aacc": 

A\aß„  aß,,  aß,)  =  {Nmaf  ■  A\ß„  ß,,  ß,). 

Aus  den  drei  Beziehungen  zusammen  ergibt  sich  nun,  —  wenn  wir 
noch  berücksichtigen,  daß  die  Norm  eines  Ideals  als  eine  wesentlich 

positive  Größe  eingeführt  ist,  —  die  Relation: 

Nm  (ab)  =  Nm  (a)  •  Nm  b. 

2°.  Die  beiden  Faldoren  a,  b  sind  teilerfremde,  sonst  beliebige  Ideale. 
Dann  lassen  sich  eine  Zahl  o;  in  tt  und  eine  Zahl  /3  in  b  derart  an- 

geben, daß 

a  +  ß==l und  also 

a  =  0,     ß  =  l     (moda), 

a  =  l,     ß  =  0     (modb)  ^     ̂ 

wird.  Durchläuft  nun  <?  die  Nma  Zahlen  eines  vollständigen  Resten- 
systems mod  a  und  r  die  Nmb  Zahlen  eines  vollständigen  Resten- 

systems mod  b,  so  zeigen  wir,  daß  die  Nm  n  •  Nm  b  Verhindungen  (<?,  t) 
in  den  Werten 

ßö+ar  (42) 

genau  ein  vollständiges  Bestensystem  mod  ab  ergeben. 
In  der  Tat:  Ist  co  eine  beliebige  ganze  Zahl  im  Körper,  so  haben 

wir   mit   eindeutig  bestimmten  unter  den  Zahlen  6  und  r: 

CO  =  (?  fmod  a),     a  ̂ ^  t  (mod  b);  (43) 

wegen  (41)  ist  dann,  unter  Benutzung  des  Satzes  LV, 

C3  =/?(?+  ß:T  (mod  a),     a  ̂   ßö  -\-  «r  (mod  h), 

also,  da  n,  b  teilerfremd  sind,  nach  dem  Satze  LVI', 

CO  =  /3(?  +  ar  (mod  ah). 

Andererseits  gibt  es  unter  den  sämtlichen  Nm  a  •  Nm  b  entstehenden 

Zahlen  (42)  keine  zwei  mod  ah  einander  kongruente:  denn  die  An- 
nahme einer  Kono:ruenz 
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ßa*  -t-  «T*  s^  ßö  +  ax  (mocl  ab) 

für  irgend  zwei  jener  Verbindungen,  {a,  r),  (ö*,  t*),  würde  zunächst  zu 

(?*  =  (?  (mod  n »,     T*  =  T  (mod  h) 

und  damit  sogleich  zu 
(5*  =  (7,      T*  =  T 

führen,  so  daß  es  sich  hier  garuieht  um  zwei  verschiedene  jeuer 
Verbindungen  handeln  könnte. 

Es  bilden  also  auf  diese  Weise  die  Nma-Nmb  Zahlen  (42) 
tatsächlich  ein  vollständiges  Restensystem  mod  (a  b)  und,  da  ein  solches 
eben  genau  aus  Xm (ab)  Elementen  bestehen  soll,  so  folgt  notwendig: 

Nm (a^S))  =  Xm a  •  Nm b ,     w.  z.  b.  w, 

3**.    a  ist  ein  Primideal,  =  p,  b  irgend  eine  Potenz  desselben,  =  p^ 
Nach  dem  Satze  XLIII  existiert  zu  p  ein  ganzzahliger  rationaler 

Exponent  g^l,  so  daß 

V''  ̂   (1)  (44) 

wird.  Nun  sei  ̂   eine  solche  Zahl  in  p^~\  welche  in  p'  nicht  ent- 
halten ist;  solche  Zahlen  muß  es  in  p''""^  geben,  denn  wäre  jede 

Zahl  von  p^~^  in  p'  enthalten,  so  wäre  p'~^  durch  p''  teilbar,  was 
durch  den  Satz  LH  hier  ausgeschlossen  ist.  Für  das  aus  t^»  hervor- 

gehende Hauptideal  gilt  nun: 

wobei  C  ein  bestimmtes  zu  p  teilerfremdes  Ideal  sein  wird,  und  zu- 
gleich hat  man 

p^-^c~(l).  (45) 

Aus  (44)  und  (45)  folgt  nun  nach  dem  Satze  XLVI'  (S.  172): 
c-p, 

und  es  gibt  sonach  von  Xull  verschiedene  ganze  Zahlen  u,  v  im 
Körper,  so  daß 

ittc  =  vp  (46) 

wird;  dann  ergibt  sich  weiter  durch  Multiplikation  mit  p': 

,acp'  =  vp'+^ 
und  hieraus  folgt  unter  Berücksichtigung  der  in  den  Fällen  P  und  2^ 
bereits  bewiesenen  Tatsachen  insbesondere,  da  c  zu  p  prim  ist: 

Xm  (.(t)  •  Xm  c  •  Xm  p'  =  Nm  (v)  •  Nm  p'  +  \  (47) 

Andererseits  ist  wegen  (46),  mit  Rücksicht  auf  den  Fall  1", 
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Nm  (fi)  ■  Nm  c  =  Nm  (v)  •  Nm  p ; 

berücksichtigen  wir  dies  in  (47),  so  folgt  endlicli: 

Nmp'  +  '  =  Nmp  •  Nmp',     w.  z.  b.  w. 

4^.  n,  b  ■■^iiid  hel'iehige  Ideale.  Denken  wir  uns  n  in  Priraideale zerlegt, 

SO  folgt  unter  schrittweiser  Anwendung  der  in  den  Fällen  2°  und  3 
bewiesenen  Tatsachen: 

Nma  =  (Nmp,)'i  •  (Nmpg)'^  •  •  •  (NmpJ'^?. 

Ziehen  wir  andererseits  die  entsprechende  Darstellung  für  Nm  b  und  die- 
jenige für  Nm(ab)  heran,  so  ergibt  sich  aus  den  drei  Darstellungen 

zusammen  unmittelbar: 

Nm  (ab)  =  Nm  n  •  Nm  b. 

Nunmehr  ist  der  Satz  LVIII  in  voller  Allgemeinheit  bewiesen. 
Auf  ihn  gestützt,  werden  wir  jetzt  den  folgenden  Satz  beweisen: 

LIX.  In  jeder  IdealMasse  eines  ktihisehen  Körpers  von  der  Dis- 
Jeriminante  I)  (jiht  es  immer  mindestens  ein  Ideal,  dessen  Norm 

<S^|]/D|  ausfällt,  tvdbei  a  die  Konstante  2/9  oder  8/9 jr  bedeutet, 
je  nacJidem  die  Dislriminante  })ositiv  oder  negativ  ist. 

Es  sei  nämlich  die  zu  betrachtende,  o-anz  beliebisf  vorauso-esetzte 
Idealklasse  des  Körpers  durch  ein  ihr  angehöriges  Ideal  n  repräsen- 

tiert. Wir  ziehen  dann  aus  der  zu  ihr  reziproken  Idealklasse  ein  l)e- 

liebiges  Ideal  c  heran  und  können,  wie  dementsprechend  in  §  6  aus- 
geführt wurde  (S.  162  Formel  (13)),  in  c  eine  Zahl  y  derart  bestimmen, 

daß  die  Ungleichung 

j  Nm  y  I  <  w  Nm  c  •  |  V 7)  |  (48) 

sich  als  erfüllt  erweist.  Nun  ist  das  Hauptideal  iy)  durch  c  teilbar 
(s.  §  10);  wir  setzen  demgemäß 

(r)  =  aoC  (49) 

und  daraus  folgt  unter  Anwendung  des  Satzes  LVIII: 

I  Nm  y    =  Nm  (y)  =  Nm  Q^  •  Nm  c ; 

dies  ergibt,  in  (48)  eingesetzt: 

Nm  (lo  <  w  I  ]//>  |.  (50) 
Nun  ist  wegen  (49) 

«oC  ~  (1), 
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und  andererseits  war,  wie  c  bestimmt  wurde, ac~(l); 

folglich  ist  nach  dem  Satze  XLVI' 

%^  a; 

es  gehört  sonach  a^  der  gegebenen,  durch  das  Ideal  a  repräsentierten 
Idealklasse  an  und  erscheint  daher  durch  die  Ungleichung  (50)  der 
Satz  LIX  bewiesen.  — 

Alle  Methoden  und  Resultate  dieses  Kapitels  lassen  sich,  wo  wir 
sie  nur  auf  kubische  K()rper  bezogen  haben,  unschwer  auf  Körper 

beliebigen  Grades  übertragen.  Es  lautet  dann  insbesondere  die  Ver- 
allgemeinerung des  zuletzt  bewiesenen  Satzes  LIX,  wie  folgt: 

LIX'.  Hat  ein  algebraischer  ZahWörper  n-ten  Grades  die  Diskri- 
minante  D  und  si)id  unter  den  n  Wurzeln  der  irreduzihlen  Gleiclmng 

n-ten  Grades,  ivelcher  eine  den  Körper  hestimmende  Zahl  genügt,  im 

ganzen  s  Paare  lonjugiert -komplexer  Wurzeln  vorhanden,  so  läßt  sich 
in  jeder  Idealklasse  des  Körpers  mindestens  ein  Ideal  derart  angeben, 

daß  die  Norm  desselben  <  ( — )  •  ",;  j  VD    ausfällt. 
\  Tt  j     n    ' Der  Beweis  dieses  Satzes  verläuft  in  allen  Einzelheiten  durchaus 

analog  dem  Beweise  jenes  LIX.*) 

*'i  In  Betreff  der  allgemeinen  diopbantisclien  Approximationen,  die  beim 
Beweise  des  Satzes  LIX'  heranzuziehen  sind^  vgl.  Geometrie  der  Zahlen  §  40,  §  42. 



Sechstes  Kapitel. 

Annäherung  komplexer  Größen  durch  Zahlen  des 
Körpers  der  dritten  oder  der  vierten  Einheits wurzeln. 

§  1.    Zalilengitter  in  vier  Diineiisioneu  imd  konvexe  Körper  in 
demselben. 

Durch  eine  Ausdeliiuirig  der  von  uns  für  die  Ebene  und  für  den 

Raum  im  zweiten  und  dritten  Kapitel  gebildeten  Begriffe  auf  Mannig- 
faltigkeiten von  vier  reellen  Variabein  werden  wir  in  diesem  Kapitel 

insbesondere  Sätze  ableiten  über  die  Annäherung  komplexer  Größen 

1°  durch  die  Zahlen,  die  im  Rationalitätsbereiche  der  dritten,  2^  durch 
die  Zahlen,  die  im  Rationalitätsbereiche  der  vierten  Einheitswurzeln 
liegen. 

Die  Gresamtheit  aller  ganzzahligen  Wertesysteme  von  vier  reellen 

Variabein  x^,  x^,  y^,  y.2  nennen  wir  ein  Zahlenfjitter  in  vier  Dimen- 
sionen und  jedes  einzelne  Wertesystem  daraus  einen  (Titterpunkt  in 

dem  Zahlengitter. 

Es  bedeute  /"(a?i,  .n,  ̂ /u  2/2)  ii'gend  eine  eindeutige  Funktion  der 
vier  Arguraeiite  hierin,  welche  die  Bedingungen 

f{0;0,0,0)  =  0,  (1) 

f(x„  X,,  y/i,  ̂ 2)  >  0    für    {x^,  x,,  y„  y^)  +  (0,  0,  0,  0),  (2) 

ferner  allgemein  für  positives  t  die  Funktionalgleichung 

fitx^ ,  tx.^ ,  ty^ ,  ty.^  =  tf{x^ ,  x^_ ,  y^ ,  y^)  (3) 

und  allgemein  die  Funktionalungleichung 

f{x^  +  x^,  x^  +  x^-,  y^  +  ?/i*,  ?/,  +  ?/2*)  <  fix^  ,x.„y„  tj,) 

+  fW>  ̂ 2*  2/1*,  ̂ 2*)  (4) 
erfüllt.    Den    Bereich   K   der    sämtlichen  Wertesysteme    oder   PimMe 

(x^,  Xo,  y^fy^),  welche  die  Ungleichung 

f(x^,x^,y^,y,)^l  (5) 
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befriedigen,  köunen  wir  dann  als  einen  Jconvexen  Körjyer  (in  vier  Di- 
mensionen), und  zwar  als  einen  solchen,  der  den  Nullpunkt  im  Inneren 

enthält,  bezeichnen. 

Hat  die  Funktion  f(x^,  i\,  y^,  ij.,)  noch  die  weitere  Eigenschaft,  daß 

f{- x\ ,  —  X., ,—tJi,—  y.2)  =  f(xi ,  Xo j  Pi ,  y.2)  (6 j 

ist,  so  besitzt  der  Körper  Ä'  im  Nullpunkt  einen  Blittelpunkt. 
Wir  werden  im  folgenden  es  nur  mit  konvexen  Körpern  mit  Mittel- 

punkt zu  tun  haben. 
Unter  dem  Volumen  des  Körpers  K  verstehen  wir  das  über  den 

Bereich  des  Körpers  zu  erstreckende  vierfache  Integral 

J  =  1 1    I  dx^  dx.2  dy^  dy.^ . 
Es  gilt  der  folgende  Satz: 
LX.  Ein  lonvexer  vierdiniensionaler  Körper  mit  3IitteJpunli  im 

NidljyiinJä,  vom  Volumen  2*  =  16,  enthält  außer  seinem  Mittelpiuikte 
immer  noch  mindestens  einen  weiteren  Gitterpunld. 

Dieser  Satz  kann  ijenau  nach  dem  Muster  der  analog-en,  auf  das 
zwei-  und  das  dreidimensionale  Gitter  bezüglichen  Sätze  bewiesen 
werden  (vgl.  Kap.  II  §  5,  S.  29,  Kap.  III  §  2,  S.  60):  zwar  versagt 
hier  die  oreometrische  Anschauuncr,  nichtsdestowenicfer  aber  können 
sämtliche  Begriffe  und  Prozesse,  auf  denen  der  geometrische  Beweis 
in  den  zwei  genannten  Fällen  beruhte,  auch  auf  den  Raum  von  vier 
Dimensionen  übertragen  werden,  da  sie  alle  auch  analytisch  in  ganz 
bestimmter  Weise  definiert  waren. 

Es  sei  M  der  kleinste  Wert,  den  die  Funktion  fix^,  x.^,  y^,  y.j,) 

für  ganzzahlige,  nicht  insgesamt  verschwindende  Werte  der  Argu- 
mente anzunehmen  vermag.  Wir  nennen  den  Körper  (5)  kurzweg 

den  Eichli'örper  und  dann  den  Körper,  welcher  durch 
f{x„x^,y^,y^)^M 

definiert  ist,  den  dem  Eichkörper  (5)  zugehörigen  M- Körper.  Dieser 
J/- Körper  enthält  also  auf  der  ihn  begrenzenden  Oberfläche  Gitter- 

punkte (und  zwar  offenbar  immer  in  Paaren,  die  den  Nullpunkt  als 
Mittelpunkt  haben),  im  Inneren  aber  außer  dem  Nullpunkt  keinen 
weiteren  Gitterpunkt.  Sein  Volumen  muß  demnach  infolge  des  soeben 
ausgesprochenen  Satzes  <  16  sein  und  da  dasselbe  mit  Rücksicht  auf 

die  Beziehung  (3)  sich  =  M^J  ergibt,  so  folgt  hiernach  für  31  die 
Ungleichung: 

Zugleich  ist  es  unschwer  zu  erkennen,  daß  yen-iß  nur  in  solchen 
Füllen  das  Volumen  des  M -Körpers  =16  sein,  also  in  (1)  das  Gleichheit s- 



188     VI-  Annäherung  komplexer  Größen  durch  Zahlen  des  Körpers  usw. 

zeichen  gelten  Icann,  tco  der  Körper  ein  von  einer  endlichen  Anzahl  von 
Ebenen  hegrenzies  Polyeder  vorstellt.  Wir  ülierzeugen  uns  nämlich 
leicht,  analog,  wie  dies  an  den  entsprechenden  Stellen  des  zweiten 

und  dritten  Kapitels  für  die  Ebene  resp.  den  gewöhnlichen  Raum  ge- 

schehen ist,  daß  die  Gescuutlwit  von  Körpern,  icelche  dem  M-Körper*) 
homolog  und  longritent  um  die  einzelnen  GitterpunMc  mit  lauter  ge- 

radzahligen Xy,  x^,  Pi,  y.)  als  Mittelpunlde  konstruiert  werden,  den  vier- 
dimensionalen  Baum  nirgends  mehr  als  einfach,  ahei'  gewiß  nur  in 
solchen  Füllen  lücJicnlos  zu  erfidlen  vermag,  wenn  die  Oherfläclie  des 

Eichkörpers  aits  lauter  Ebenenstücken  in  endlicher  Anzahl  besteht:  hier- 
aus folgt  dann  leicht  die  soeben  ausgesprochene  Behauptung. 

§  2.     Einführung  des  Imaginären. 

Wir  werden  im  folgenden  Funktionen  f{.i\,  i'^,  y^-,  y-2  \  i'esp.  solchen 
zugehörige  Eichkörper  (5)  von  ganz  spezieller  Art  betrachten. 

Es  bedeute  ̂   eine  beliebig  angenommene  komplexe  Größe  und 
setzen  wir 

x^  +  ̂x^_  =  ̂ ,   ?/i  +  ̂ ^2  =  y-, 

dann  wird  dadurch  eine  ein-eindeutige  Beziehung  zwischen  dem  Qua- 
drupel der  reellen  Variabein  x^,  x^,  y^,  y.^  und  dem  Paar  der  kom- 
plexen Variabein  .r,  y  festgelegt  imd  es  kann  daher  die  oben  be- 

trachtete Funktion  /'  der  Variabein  x^,  x»,  ij^,  y^  als  eine  reellwertige 
Funktion  cp  der  Variabein  x,  y  aufgefaßt  werden: 

Zugleich  mit  (1),  (2),  (3),  (4),  (6)  sind  dann  auch,  wie  leicht  zu 
sehen,  analoge  Beziehungen  für  die  Funktion  (f{x,y)  erfüllt,  und  zwar: 

qp(0,0)  =  0.,  (9) 

(f(x,  y)>0  für  (x,  y)  +  (U,  0);  (10) 

(f>(tx,ty)  =  t(f(x,y)  für  (reelles)  ̂ >0;  (11) 

(p  (x  +  x%  y-\-y*)<(p  {x,  y)  -\-  cp  {x%  y* j ;  (12) 

(p(-x,-y)  =  (f{x,y).  (13) 

Die  Funktion  (f(x,y)  möge  nun  weiter  noch  statt  (11)  und  (13) 
die  allgemeinere  Eigenschaft  haben,  daß  für  jedes  beliebige  komplexe 

T  =  Tj  -]-  d^t^,  wobei  Tj,  T2  reell  gedacht  sind, 

*)  Wir  venucideu  noch  die  Einführung  des  Begriffs  der  3//2- Körper  und 
sprechen  demzufolge  in  der  Aussage  oben  nur  von  den  Gitterpunkten  mit  lauter 
geradzahligen  Koordinaten. 
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(p(tx,rij)=^\t'  ■  (p(x,y)  (14) 

gelte.  Dies  bedeutet  für  ficc^,  x^,  y^,  y.^)  eine  ganz  bestimmte,  bei  ge- 

gebenem -0-  leicht  anzugebende  Funktionalgleiehung;  so  lautet  dieselbe 
für  d-  =  i: 

fiXy X^  —  T, X., ,  U  .Ti  -\-T^X^,  Ti IJi  —  r, ?/, ,  T^ ?/i  +  T^  IJ^) 

für  ̂ =^  =   ^^'^   : 

/■( TiÄ\  —  ToO^a,  T,a.\  +  (t^  —  Tg)^;^,  ri«/i  —  T^^/g,  i^s^/i  +  (^1  —  •^2)^/2) 
=  '  I/ti^  — t^To+t/  I  •  f(x^ ,x^,y,,  y,,). 

Wir  werden  uns  nun  im  folgenden  nur  auf  die  zwei  soeben  an- 

geführten Fälle  d-  =  i  und  -0-  =  /  beschränken  und  wollen  demgemäß 
weiterhin  unter  ̂   immer  einen  beliebigen  dieser  zwei  Werte  ver- 

stehen. Sobald  dann  x^,  x^.  y^,  y.^  ganz  rational  gedacht  werden, 
stellen  uns  x,  y  beliebige  ganze  Zahlen  im  Körper  von  i  resp.  von  j 
vor.  Wir  werden  auch  vom  Gitter  und  von  Gitterpuukten  in  x,  y, 
statt  von  solchen  in  x^,  x^,  y^  y.2  in  wohlverstandenem  Sinne  sprechen. 

Für  das  Folgende  wird  es  von  Bedeutung  sein,  daß  die  genannten 
zwei  Zahlkörper  K(i)  und  Kij)  außer  +  1  noch  weitere  Einheiten 
enthalten:  und  zwar  enthält  der  erstere  Körper  im  ganzen  die  vier 

Einheiten  +1,  +  ?',  der  letztere  im  ganzen  die  sechs  Einheiten  +  1, 
+  j,  +,f:  es  sind  dies  die  sämtlichen  vierten,  resp.  die  sämtlichen 
sechsten  Einheitswurzeln. 

§  3.     Gitterpimkte  auf  einem  il/- Körper. 

Es  sei  ein  konvexer  J/-Körper  durch  eine  Ungleichung 

cp{x,y)£M  (15) 

gegeben,  worin  die  Funktion  (p{x,y)  der  komplexen  Variabein 

X  =  x.^-\- Q'X^,  y  =  yi  +  ̂ y-y  die  in  §  2  angeführten  Eigenschaften 
habe,  und  (x=p,  y  =  q)  sei  ein  Gitterpunkt  auf  der  Oberfläche  dieses 

Jf-Kch-pers,  also 
(p{2),  q\  =  M.  (16) 

p,  q  sind  dann  notwendig  teilerfremde  Zahlen  in  K{d-);  denn  hätten 
beide  einen  von  den  Einheiten  des  Köi^pers  verschiedenen  (reellen 

oder  komplexen)  Teiler  t  gemein,  so  wären  auch  p't,  qjt  ganze  Zahlen 
in  K{%-)  und  also  würde  der  J/-K()rper  wegen 

^(^■^)=^^^<^ 
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den  von  (0,  0)  verschiedenen  Gitterpunkt  (p't,  q/t)  im  Inneren  ent- 
halten, was  aber  der  Bedeutung  eines  solchen  Körpers  widersprechen 

würde.  Bedeutet  nun  s  eine  beliebige  der  vier  resp.  sechs  Einheiten 

im  betreffenden  zugi-unde  gelegten  Zahlkörper  Ä'(#)  (■9' =  ̂   bzw.  =  jj, 
so  werden  zugleich  mit  (2);  q)  wegen  (14)  auch  die  übrigen  drei  bzw. 

fünf  der  Gitterpunkte  (ep,  eq)  auf  der  Oberfläche  des  il/- Körpers  (15) 
liegen;  außer  diesen  kann  kein  weiterer  Gitterpunkt  von  der  Art  (tj),  tq) 

auf  dem  il/-Kr)rper  liegen,  denn  es  müßte  dann,  da  ]),  '1  teilerfremd 
sind,  T  eine  ganze  Zahl  sein,  wegen  (14)  und  (16)  müßte  andererseits 

|r|=l  sein,  was  zusammen  nur  so  möglich  ist,  daß  eben  r  eine 
Einheitswurzel  ist  (vgl.  Kap.  IV  §  7). 

Enthält  die  Oberfläche  des  il/- Körpers  (lo)  außer  den  bezeich- 
neten vier  bzw.  sechs  noch  weitere  Gitterpunkte,  so  wollen  wir  den 

Jl/-Körper  einen  cierfaclien  i)/-Kr)rper  nennen  (nach  Analogie  der  drei- 
fachen Stufen  in  Kap.  III  §  15).  Es  sei  dann  (r,  s)  einer  von  jenen 

weiteren  Gitterpunkten.  Alsdann  Icömzen  wir  für  den  Betrag  der  De- 
terminante ps  —  qr  =  E  mit  Hilfe  des  Satzes  LX  sofort  eine  ohere 

Grenze  geiv innen]  eine  Tatsache,  die  uns  bei  einer  weiter  unten,  in 
§  4  und  §  8,  folgenden  Untersuchung  nützliche  Dienste  leisten  wird. 

Zunächst  bestimmen  wir  nämlich  zwei  ganze  Zahlen  p*,  $*  in 
K(d-)  derart,  daß 

j)q*  —  qp'^'  =  1 
wird,  und  transformieren  die  Mannigfaltigkeit  der  x,  y  mittels  der 
Gleichungen 

x^pX^p^Y, 

y  =  qX  +  q*Y  ^     ̂ 

in  eine  Mamiigfaltigkeit  der  X,  Y,  wobei 

X=X,  +  ̂ X„     Y=Y,  +  &Y, 

und  Xj,  Xg,  Yj,  Y2  ̂ ^ßU  seien.  Es  wird  dadurch  das  Zahlengitter 
der  x^,  X2,  (Jy,  i/.j,  in  das  Zahlengitter  der  X^,  Xg,  Y^,  Y^  übergeführt 
und  insbesondere  gehen  dabei  die  Punkte  {x,  y)  =  (p,  q),  (r,  s)  l)zw.  in 

die  Punkte  (X,  Y)  =  (1,0),  {q*r-p*s  =  It,  -qr+ps=^S  =  E)  über. 
Zugleich  wird  aus  der  Funktion  (f(x,y)  eine  Funktion  ^(X,  F), 
welche,  wie  leicht  zu  sehen,  die  zu  (9),  (10),  (12),  (14)  analogen 
Eigenschaften  vollständig  übernimmt. 

Wir  lietrachten  nun  den  durch  die  Ungleichung 

w{x,  r)  =  I X  -  IZj  -f  jlj  £  1  (18) 
definierten  Körper,  welcher  die  Gitterpunkte  (X,  Y)  =  (1,  0),  (R,  S) 
in   seiner  Oberfläche   enthält.     Dieser    gleichfalls  konvexe  Körper   ist 
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in  dem  gegebenen  il/- Körper  (15)  vollständig  enthalten;  denn  führen 
wir  zwei  nene  komplexe  Variable  durch 

ein,  so  geht  die  Bedingung  (18)  in 

I^l  +  IH'^I  (19) 

über;  da  nun,  mit  Rücksicht  auf  (12)  und  (14),  allgemein 

0(X,  Y)  =  ̂ (^  +  RH,  SH)  <  0{^,  0)  +  0{RH,  SB) 

=  ̂  ;^  I  ̂(1,  0)  +  :  H\  0(R,  S)  =  Q;e1\^\H\)M 

ist,  so  gehört  hiernach  jeder  Pimkt  aus  (18)  auch  dem  Jli"-Körper  (15) 
an.  Darnach  ist  offenbar  der  Bereich  (18)  selbst  wieder  ein  Jf-Körper. 
Bezeichnen  wir  nun  mit  Jq  das  Volumen  dieses  letzteren  illf-Körpers, 
so  gilt  für  dasselbe  dem  Satze  LX,  sowie  der  Bemerkung  am  Schlüsse 
des  §  1  zufolge  mit  Notwendigkeit  die  Ungleichung: 

Jo  <  10. 
Für  dieses  Jq  erhalten  wir,  unter  Einführung  neuer  reeller  Variabein 

S^,  1E^2)  ̂ 1}  ̂ 2  durch  die  Gleichungen 

V    M  B-V       Y        ̂   Y  —  V 

H,^^H,=  I      =H, 

S 

s 
zunächst: 

^0  = diK^^th^H-)  I  JJJJ  ̂ -^  '^-^  '^^'  '^^' ' 
wobei    sich    das   vierfache  Integral    über    den  Bereich  (19)   erstreckt 
Setzen  wir  hierin  im  Falle  %■  =  i 

so  ergibt  sich: 

/S'^  =  ̂ cosco,     !S^  =  tBiwca, 

H,  =  ̂ *  cos  CO*      H.2  =  i*sine3*. 

l'fjJd^S.dS^dH.dH,  =  4.n^jju*dtdi^  =|*; (/>0,i*>0,  <  +  <*<!) 

dagegen  wird  im  Falle  0'=j,  wenn  wir 

1/3 

^i  —  •jÄ'o  =  ̂ cosM,     -^  5*2  =  ̂ sinw, 

Hi-^H^  =  t*  cos  CO*,      ̂-  Hg  =  ̂   sin  ca* 
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setzen: 

JJjJdS,  dS, dH, dH,  =  ̂^fjjt i* dtdt^^^^. 

Da  sich  weiter  die  Funktionaldetenninante    ,  :L-"^'  ̂ r'  /A,  wie  durch 

Heranziehung  der  zu  x,  y,  S,  H  konjugiert -komplexen  Größen  leicht 
zu  sehen  ist,  zu 

dix,y)  i2     rf(X,  D 
=  1^|  =  |£:2; f7(X,  D'       d{S,H) 

berechnet,  so  erhalten  wir  hiernach  schließlich: 

J^  =  |:i^|2  im  Falle  ̂   =  ?, 

j^  =  l^\E\'  im  Falle  #=j. 

Hieraus   ergeben   sich   nun   mit  Rücksicht   auf  Jq  <  16   die    fol- 
genden Grenzen  für  \Ef: 

\E\-<  ̂ !  <  10  im  Falle  ̂   =  i,  (20) 

'  ̂  '  <  ̂̂ .  <  8  im  Falle  d-  =  j.  (21) 

§  4.    Genaue  Ermittlung'  der  zulässigen  Werte  von  E  im  Falle 
des  Zahlkörpers  Klj).    Charakter  vierfacher  il/- Körper. 

Wir  wollen  nun  die  möglichen  Werte  von  E  genauer  bestimmen 

und  dabei  jeden  der  zwei  Fälle  #•  =  i,j  gesondert  betrachten. 
Im  Falle  ̂   =  i  sind  für  die  Norm  von  E  nach  (20)  vorderhand 

höchstens  nur  die  Werte  1,  2,  3,  .  .  .,  9  zulässig;  von  diesen  sind 
aber  bloß  1,  2,  4,  5,  8,  9  wirklich  Normen  gewisser  ganzer  Zahlen  in 

K{i)*),  und  zwar  bzw.  der  Zahlen  b,  s{l-\-i),  2s,  b{2  +  i),  2s{l-{-i), 
3£,  unter  £  hier  wieder  einen  beliebigen  der  Werte  ±1?  ±  '  ver- 

standen. Da  nun  ein  der  Bedingung  (14)  gemäß  eingerichteter  kon- 
vexer Körper  mit  Mittelpunkt  in  0  zugleich  mit  einem  Punkte  (ß,  S) 

jedesmal  auch  alle  Funkte  (sB,  sS)  enthält,  andererseits  konjugiert- 
komplexe  Zahlensysteme  hier  zu  ganz  analogen  Schlußfolgerungen 
Anlaß  geben,  so  genügt  es  hier  allein  zu  untersuchen,  ob  und  unter 
welchen  Umständen  E  =  S  die  Werte  1,  1  +  /,  2,  2  +  «,  2  +  2/,  3 
annehmen  kann. 

Wir    verfolgen    zunächst    die    Annahme    E  =  3.      Da    R,  S  =  E 

*)  D.  h.  von  der  Form  Si-{-Sl  mit  «ganzen  rationalen  S^.  S^. 
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jedenfalls  teilerfremd  sein  sollten,  müßte  li  hier  einer  der  Zahlen 
±1?  ±  *>  ±  1  ±  «  iiiod.  3  kongruent  sein;  denn  diese  acht  Zahlen 
bilden  mit  0  zusammen  in  K{i)  ein  vollständiges  Restensystem  mod.  3 
und  sind  sämtlich  teilerfremd  zu  3,  welches  in  K{i)  eine  Primzahl 
ist.     Folglich  könnte  eine  ganze  Zahl  X  so  gewählt  werden,  daß 

und  in  der  Folse 

'P'(X,1)^^3+'   <1 

würde.  Alsdann  aber  würde  der  betreffende  Gitterpunkt  (X,  1)  im 

Inneren  des  JJ-Körpers  (18)  liegen  und  zugleich  vom  Nullpunkte 
verschieden  sein,  was  nicht  möglich  ist.  Daher  erscheint  der  Fall 
£  =  3  hier  ausgeschlossen. 

Wir  wollen  zweitens  die  Fälle  E  =  2  -\-  2i,  2 -{- i  gemeinsam 
betrachten.  R  müßte  im  ersteren  dieser  Fälle  notwendig  einer  der 
Zahlen  +1,  +  /  mod.  (2  +  2i),  im  anderen  einer  derselben  Zahlen 
mod.  (2  +  i)  kongruent  sein.  Daraus  ersehen  wir,  daß  sich  in  beiden 
Fällen  eine  derartige  ganze  Zahl  X  angeben  ließe,  daß 

^       R  1 

würde;  es  würde  sodann  für  dieses  X 

W(X,  1)  =  A^  =  4=  im  Falle  Ä  =  2  +  2/, 

also  beidemal 

2 
=  -n  im  Falle  Ä  =  2  +  i, 

V5 

^F{X,  1)  <  1 

werden,  was  wiederum  einen  Widerspruch  nach  sich  zöge.     Die  Fälle 

E  =  2  -\-  2i,  2  -\-  i  sind  somit  hier  ebenfalls  ausgeschlossen. 
Wir  können  nun  ferner  den  Fall  E  =  2  auf  Grund  eines  Zu- 

sammenhanges mit  dem  Falle  E==\  für  die  späteren  Betrachtungen 
beseitigen.  In  der  Tat:  für  S  =  2  haben  wir  notwendig  jR  ̂   1  oder 
^  i  (mod.  2);  es  kann  daher  in  diesem  Falle  eine  ganze  Zahl  X  derart 
bestimmt  werden,  daß 

und  damit 

^(X,  1)  =  1 

wird;  dann  liegt  also  der  betreffende  Gitterpunkt  (X",  1)  auf  der  Ober- 
fläche  des  Körpers  (18),  gehört  somit  auch  dem  il/-Körper  (15)  an 

Minkowski,  diophant.  Approximatioueu.  13 
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und  kann  eo  ipso  ebenfalls  nur  auf  der  Oberfläche  dieses  letzteren 

liegen,  da  dieser  ja  als  Jl/- Körper  im  Inneren  den  Nullpunkt  als  ein- 
zigen Gitterpunkt  enthält.  Sind  nun  r*,  s*  die  a:,  ?/- Koordinaten  des 

besagten  Gitterpunktes  (X,  1),  und  fassen  wir  an  Stelle  der  Gitter- 

punkte (p,  q)  und  (r,  s)  jetzt  die  Kombination  (p,  q)  und  (/•*,  s*)  ins 
Auge,  so  wird  für  diese  letzteren  zwei  Gitterpuukte 

p,   r*        I  1,   X 
E*  = 

q,   s*
 

!o,  1 

=  1  {22) 

und  demnach  läßt  sich  im  Falle  E  =  ps  —  qr  =  2  auf  der  Oberfläche 

des  ilf- Körpers  (15)  auch  stets  ein  solcher  Gitterpunkt  (»"*,  s*)  er- 
mittelu,  daß  die  zu  E  analoge  Determinante  E*  =  ps*  —  qr*  =  1  ist. 

Hiernach  genügt  es,  bloß  die  Fälle  .E  =  1,  1  +  '  weiter  zu  unter- 
suchen. 

Es  sei  zunächst  E  =  ps  —  qr  =  1.  Wir  transformieren  das  Zahlen- 
gitter der  X,  y  jetzt  durch  die  Substitution 

x=pX-\-rY, 
(2a) 

ij  =  qX-^  sY 

in  ein  Zahlengitter  der  X,  Y,  wobei  die  Punkte  (x,  y)  =  {p,  q),  {r,  s) 
bzw.  in  die  Punkte  {X,  Y)  =  (1,  0),  (0,  1)  übergehen.  Zugleich  geht 
die  Funktion  (p{x,y)  in  eine  Funktion  von  X,  Füber,  die  wir  wieder- 

um mit  ̂ (X,  Y)  bezeichnen  wollen.  Dabei  wollen  wir  den  ilf -Körper 
(15)  der  Einfachheit  halber  als  Eichkörper,  also  31=1  annehmen; 
dieser  Körper  ist  alsdann  im  X,  Z- Gitter  durch  die  Ungleichung 

^(X,Y)£1  (24) 

definiert  und  es  ist  dabei  zugleich  einerseits 

a>(l,0)  =  l,     ̂ (0,1)  =  1,  (25) 

andererseits  für  jedes  beliebige  ganzzahlige,  von  (0,  0)  verschiedene 
Wertesystem  (G,  H)  stets 

0{G,H)>1.  (26) 

Die  unendlich  vielen  Ungleichungen  (26)  lassen  sielt  nun,  wie  wir 
zeigen  werden,  tnit  liücksicht  auf  das  Bestehen  der  ztvei  Gleichungen 
(25)  durch  eine  endliche  Anzahl  gewisser  unter  ihnen,  und  zirar  durch 
diese  zwölf: 

0(f,  1)^1,    a>(£,  1  +  0^1,    ̂ (f(i  +  i),  1)^1,       (27) 
(«  =  ±1,  ±i), 

völlig  ersetzen,  so  daß  aus  (25)  und  (27)  bereits  alle  Ungleichungen  (26) 
folgen. 
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In  der  Tat:  Durch  (25)  und  (27)  sind  zunächst  alle  diejenigen 

der  Ungleichungen  (26)  gewährleistet,  in  welchen  G,  H  beide  dem  Be- 
trage nach  <  2  sind.  Angenommen  nun,  es  lägen  weiter  zwei  ganze 

Zahlen  G,  H  (=|=  0,  0)  vor,  so  daß  entgegen  (26) 

^{G,H)<\  (28) 

wäre;  dabei  können  wir  G,  H  als  teilerfremd  und  ohne  wesentliche 

Beschränkung  etwa  \H\>  G\  voraussetzen;  dann  haben  wir  jeden- 

falls \H\'^2  anzunehmen.     Wir  setzen 

so  daß  Tj,  Tg  reell  sind,  und  können  dann  zu  Tj,  T^  zwei  ganze 
rationale  Zahlen  X^,  X^  bestimmen,  so  daß 

also  für  X  =  X^  -{-  iX^  sicher 

X-|:  =  |y(X,-I\)MT^^=^|<:^  (29) 

wird.  Hernach  stellen  wir  für  den  Funktionswert  ^{X,  1)  die  Un- 
gleichung 

4>(X,l)^^(X-|,0)-f^(|,l) 

=  |X-|j^(l,0)-f^^((?,Ä) 
auf  und  aus  dieser  folgt  dann  wegen  (25)  und  (28)  weiter: 

CP(X,1)<    X-|j  +  -A^|.  _         (30) 
Hier  wird  nun  die  rechte  Seite  mit  Rücksicht  auf  (29)  sicher 

dann  <  1  sein,  sobald 

oder  also 

I  H\^  >  (2  +  ]/2)' 

ausfällt,  also  gewiß,  wenn  [H^'^  12  ist,  und  unter  dieser  letzteren Annahme  folgt  also  für  den  bewußten  Wert  X  stets 

*(X,  1)  <  1. 

Nehmen  wir  hingegen  |i^l^^  H  an,  so  genügt  es  hier  für  uns, 
(indem  wir  noch  G,H  durch  sG,  sH  mit  entsprechend  gewählter 
Einheit  s  ersetzen  können),  überhaupt  nur  die  folgenden  Werte  von 
H  in  Betracht  zu  ziehen: 

13* 
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1,     1  +  /,     2,     2±i,    2(1  +  0,     ̂>,     {l  +  i){2±i)- 

H  =  1  und  H=\  -\-  i  sind  hier  aber  durch  die  Voraussetzung  \H\^2 
ausgeschlossen.  Für  H  =2,  2  ̂ i,  2(1  +  /),  3  läßt  sich,  wie  am  An- 

fang dieses  Paragraphen  gezeigt  wurde,  jedesmal  eine  ganze  Zahl  X 
derart  bestimmen,  daß 

und  in  der  Folge,  nach  (30), 

^(X,  1)  <  1 

wird.  Das  Nämliche  trifft  auch  schließlich  im  Falle  H=  (1  -\-i){2±^  i) 
zu,  wie  eine  Überlegung  zeigt,  die  der  in  den  Fällen  H  =  2  +  i, 
2(1  +  /)  angewandten  (S.  193)  vollständig  entspricht,  indem  hier  G 

als  teilerfremd  zu  H  nur  einer  der  vier  Zahlen  +  1 ,  +  /  mod.  H  kon- 
gruent sein  kann. 

So   werden   wir  bei  jedem   der  fraglichen  Werte  des  H  in  (2S) 
auf  eine  Ungleichung 

^(X,  1)<1  (31) 

geführt,  worin  X  jedesmal  eine  bestimmte  ganze  Zahl  vorstellt,  welche 
der  Ungleichung 

<1 und  in  der  Folge  der  Ungleichung 

|X^    X-|    +    I   <2 

genügt,  also  jedenfalls  mit  einer  der  Zahlen  0,  £,  £(l  +  ̂ )  zusammen- 
fällt; eo  ipso  steht  aber  eine  jede  solche  Ungleichung  (31)  im  Wider- 

spruch mit  einer  der  als  erfüllt  angenommenen  Beziehungen  (25),  (27) 
und  hiermit  erweist  sich  die  Unzulässigkeit  der  Annahme  (28),  folgt 

also  die  Richtigkeit  der  auf  S.  194  ausgesprochenen  Behauptimg.  — 
Es  sei  nun  zweitens  E  =  ps  —  qr  =  1  -\-  i.  Wir  bemerken  zu- 

vörderst, daß  hier  für  p,  q  und  ebenso  für  r,  s,  je  als  Paare  teiler- 

fi-emder  Zahlen,  modulo  1  -f  i  offenbar  nur  die  Kestensysteme  1,0; 
0,1;  1,1  in  Frage   kommen  und  also  mit  Rücksicht  auf 

notwendig 

somit 

sein  muß. 

2)ti  —  </r  =  0  (mod.  1  +  /) 

p  =  r,     q  =  s  (mod.  1  +  ?") , 

p  -\-  r  ̂ 0,     q  -\-  s  =  0  (mod.  1  +  /) 
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Wir  führen  iu  diesem  Falle  wiederum  neue  Variabein  X,  Y  se- 
maß  den  Transformationsgleichungen  (23)  ein,  wobei  die  Punkte 

{X,  y)  =  {}).  q),  (r.  s)  bzw.  in  die  Punkte  (X,  D  =  (1,  0),  (0,  1)  über- 
gehen. Einem  Gitterpunkte  in  X,  Y  entspricht  dann  stets  ein  Gitter- 

punkt in  i\  ij\  doch  ist,  wegen 

Y  =  ̂^  —  ̂ y      „  _  —i^+py 
1  +  J    '      ̂   l  +  t     "' 

das  Umgekehrte  hier  nicht  immer  der  Fall:  den  Gitterpunkten  in  x,  y 
tverden  diesmal  nicht  bloß  Gitterpunlie  in  X,  Y,  sondern  zum  Teil 
auch  Punkte  (X,  Y)  mit  gebrochenen  Koordinaten  von  der  Form 

X  =  C7/(l  -j-  i\  Y  =  F/(l  +  *'),  tvorin  U,  V ganze  Zahlen  sind,  entsprechen; 
dabei  werden  ü,  V  beide  ̂   1  (mod.  1  +  /)  sein  müssen,  denn  von  den 
sonstigen  Möglichkeiten  kommt  diejenige  Ü^O,  V^O  (mod.  1  +  i) 
für  gebrochene  X,  Y  nicht  in  Betracht  imd  die  Eventualitäten  U^  1, 

V^O  (mod.  1  +  /)  und  U^O,  V^  1  (mod.  1  +  i)  sind  ebenfalls  auszu- 
schließen, da  bei  der  ersteren  derselben  aus  (23) 

X  =  .-^j-^,   y  =  ̂ ^^-•-  (mod.  1), i-j-i'"^       14-* 
bei  der  anderen 

x^^,   y^j^  (mod.  1) 

folgen  würde,  also  im  ersteren  Falle  2h  5?  im  zweiten  r,  s  den  ge- 
meinsamen Teiler  1  -f-  i  haben  müßten,  was  beides  sicher  nicht  der 

Fall  ist.  Umgekehrt  entspricht  jedem  Wertepaare  X  =  C//(l  -f  i), 
Y  =  F/(l  +  i),   worin    U,  V  beide    ganzzahlig  und  =1  (mod.  1  -\-  i) 
sind,  in 

_pU-\-rV         _  qU-]-sV 

ein  ganzzahliges  Wertepaar  x,  y,  indem  hierbei  dem  auf  der  vorigen 
Seite  über  p,  q,  r,  s  Gesagten  zufolge  stets 

pü+rV=p  +  r^O  (mod.  1  +  i), 

qU+  sV—q-^  s  =  0  (mod.  1  +  *) 

sein  wird.  So  zeigt  es  sich,  daß  wir,  um  das  Gitter  in  x,  y  zu  erhalten,  zu 

dem  Gitter  in  X,  Y  noch  sämtliche  Punkte  (x  +  ̂ -.,   Y+  ̂   ,    .)  mit 
beliebigen  ganzzahligen  X,  Y  hinzunehmen  müssen. 

Im  Falle  £  =  1  -f  /  ist  also,  wenn  wir  den  vorliegenden  il/-K<)rper 
wieder  wie  in  (24)  darstellen,  einerseits 

0(1,0)  =  1,     O(0,l)  =  l,  (32) 

andererseits  für  jedes  ganzzahlige,  von  (0,  0)  verschiedene  Wertepaar 
{G,ir) 
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0{G,  H)  >  1  (33) 

und  zudem  für  jedes  beliebige  ganzzahlige  Wertepaar  {G,  H) 

Es  lassen  sich  nunmehr  die  unendlich  vielen  Ungleichungen  (33),  (34) 
mit  RiicJisicht  auf  das  Bestehen  der  zwei  Gleichungen  (32)  bereits  durch 
die  vier  folgenden  unter  ihnen: 

oder,  ivas  dasselbe  ist,  durch  die  vier  Ungleichungen: 

0{e,  1)  ̂   y2  (35) 
völlig  ersetzen. 

In  der  Tat:  Zunächst  folgt  aus  den  Ungleichungen  (35)  im  Hin- 
blick auf  die  Regeln  (12)  und  (14): 

0{sa  +  i),  1)  +  ̂ (0,  i)  ̂  ̂(£(1  +  ̂),  1  +  0  =  ]/2  0{b,  1)  ̂   2, 

also  mit  Rücksicht  auf  (32): 

^(£(l+.-),l)^l;  (36) 
ganz  entsprechend  stellt  sich 

0{b,  1  +  0^1  (3") 
heraus;  aus  den  acht  Ungleichungen  (36),  (37),  den  vier  Ungleichungen 
(35)  und  den  zwei  Gleichungen  (32)  folgt  aber  zunächst  schon,  wie 
bei  Untersuchung  des  Falles  E=\  dargetan  wurde,  die  Gesamtheit 
der  Ungleichungen  (33). 

Was  sodann  noch  die  Ungleichungen  (34)  betrifft,  so  sei,  ent- 
gegen unserer  Behauptung,  während  (32)  und  (35)  statthaben,  für 

irgend  zwei  ganze  Zahlen   G,  H 

oder,  indem 

{lJ^i)G  +  \  =  U,    (1  +  0^^+1  =F  (39) gesetzt  wird: 

HU,V)<y2.  (40) 

Wir  können  dabei  ohne  wesentliche  Beschränkung  1  ?7 1  ̂  |  F  |  an- 
nehmen; ferner  dürfen  wir  voraussetzen,  daß  U  mit  V  weder  identisch 

noch  assoziiert  ist,  indem  im  Gegenfalle  aus  (40)  eine  Ungleichung 
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im  Widerspruch  mit  (35),  folgen  würde.  Es  ist  nunmehr  notwendig 

I  ̂  l^l/2  anzunehmen.  Wir  bestimmen  jetzt  eine  Einheit  «  in  K{i) 
derart;  daß  in 

sich 

erweist;  alsdann  wird  wegen   U ̂   0  gewiß 

|i-i^!<i  (41) 

sein  (s.  Fig.  12  S.  206).  Hierauf  stellen  wir  für  den  Funktionswert 
0{s,  1)   die   Ungleichung 

0(8,1)  £0{s-^,,  o)+0{^,,  l) 

=  |£-^|0(l,O)4-j^|^(C/,  F) 

her,  woraus  dann  nach  (32)  und  (40)  weiter 

U 

J 
0(8,l)<y2\^-p  +  y^ 

folgt. 
Hier  wird  nun  der  Klammerausdruck  rechts  mit  Rücksicht  auf 

(41)  sicher  dann  <  1  sein,  wenn  !F|2^12  ist  (vgl.  oben  (29),  (30) 
und  den  anschließenden  Text),  und  es  folgt  sodann 

0{s,i)<y2, 

im  Widerspruch  mit  (35).  Ist  dagegen  |  V\^  ̂   11,  so  kann  V,  da  es 
nach  (39)  nicht  durch  1  +  /  teilbar  ist,  nur  mit  einem  der  Werte 

2  dz  *,  3  identisch  oder  assoziiert  sein  und  brauchen  wir  hiervon  nui* 
die  Fälle  V  =  2  +  i  und  V  =  3  selbst  zu  diskutieren,  indem  wir  uns 
gegebenenfalls  eine  Multiplikation  der  Zahlen  U,  V  mit  einer  und 
derselben  Einheit  vorbehalten. 

Im  Falle  F=3  nun  müßte  U=s  oder  =£(2  +  i)  sein;  dann 
wäre  also 

2 u 

bzw. 

1-1 

v\~\  3  3 
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und  in  der  Folge  würde  sich 

herausstellen. 

In  den  Fällen  V  =  2  +  i  dagegen  wäre  U  wegen  ?7|  ̂   |  Fj 
notwendig  entweder  =  s  oder  =  +  f «  (2  +  /),  worin  s  irgend  eine  Ein- 

heit in  K{i)  bedeutet;  bei  der  ersteren  Annahme  würde 

bei  der  zweiten 
U 

V  2  +  1      y  Y' 

^-  2"+Ti=  Vt 
und  daher  beidemal 

folgen. 
So   würde  also    die  Annahme  (40)   in  jedem  Falle  zu  einer  Un- 

gleichung 

#(£,!)<  |/2 

führen;  eine  solche  steht  aber  im  Widerspruch  mit  der  Ungleichung 
(35)  und  hiermit  ist  die  Unzulässigkeit  der  Annahme  (40),  also  die 

Richtigkeit  der  auf  S.  198  ausgesprochenen  Behauptung  ben-iesen. 

§  5.     Satz  über  zwei  binäre  lineare  Formen  mit  komplexen 
Variabein  für  den  Zahlkörper  K(J). 

Wir  wollen  nun  zunächst  die  wesentlichste  Anwendung  der  hier 

für  den  Fall  #  =  i  gemachten  Ausführungen  entwickeln  und  erst 
in  der  Folge  die  abweichenden  Umstände  für  den  Fall  &  =  /  in  Be- 

tracht ziehen. 
Es  seien 

'^  =  ux  -i-  ßy, 

ri  =  ßx-\-  yy 

zwei  lineare  Formen  in  den  komplexen  Variabeln  x,  y,  mit  beliebigen 
komplexen  Koeffizienten  a,  ß,  y,  d  und  nicht  verschwindender  Deter- 
minante 

A  =  ad  —  ßy. 

In  ihre  reellen  und  imaginären  Bestandteile  zerlegt,  seien 
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X  =  A\  +  ixc^,      y  -=  yi  +  iy., 

l='ii  +  ihj        V  =  '^i  +  i%' 

Wir  betrachten  den  Bereich  der  sämtlichen  Wertesysteme  {x,  y),  welche 

die  beiden  Ungleichungen 

l^l^i,    r^"^  (42) 
zugleich  erfüllen;  wir  können  diese  zwei  Bedingimgen  auch  in  die 

einzige  folgende: 

cf{x,y)  =  m^ii{\V,\n\)^^  (43) 

zusammenfassen  und  es  ist  leicht  zu  bestätigen,  daß  die  hiermit  ein- 

geführte Funktion  (p(x,y)  den  Bedingungen  (9),  (10),  (12),  (14)  ge- 
nügt und  sonach  (43),  d.  i.  (42),  einen  konvexen  Körper  mit  Mittel- 

punkt im  Nullpunkt  darstellt.     Dieser  Körper  hat  das  Volumen 

/  = 
tei^,JJJJ,=,  ,,,,„,,,, 

wobei  das  vierfache  Integral  über  den  Bereich 

zu  erstrecken  und  also  gleich  ̂ ^  ist;  weiter  haben  wir,  wenn  die  zu 

X,  y,  ̂,  rj,  A  konjugiert -komplexen  Größen  bzw.  mit  x',  y,  §',  )/',  A' bezeichnet  werden: 

d{x^,x^,y^,y^)  ^   d(li,  g^,  Tji,  T?a)   1 

d(l,i,^i,n^,Vi)  d{x,y,x\y)  (^(1,^3,1',^) 
d  (Xi ,  a;, ,  2/i ,  t/j)       d  {x,  y,  x\  y') 

und  hieraus  berechnet  sich,  indem  der  erste  Quotient  rechts  offenbar 

=  1  ist,  unmittelbar 

d{x^,x^,y^,y^)           1 

f^(4i,l2,T}i,73,)         AA' 

1 

auf  diese  Weise  ergibt  sich 

T-    ''*   . 

Denken  wir  uns  nun  den  J/- Körper,  der  durch  entsprechende  Dila- 
tation des  Körpers  (42)  vom  Nullpunkte  aus  entsteht,  gegeben  durch 

die  Ungleichungen 

so  ist  das  Volimien  desselben 

M^J=^,  (44) 



202     VI.    Annäherung  komplexer  Größen  durch  Zahlen  des  Körpers  usw. 

und  da  nach  dem  Satze  LX  und  dem  bei  (7)  gemachten  Zusätze 
dieses  Volumen  im  vorliegenden  Falle  notwendig  <  16  sein  muß, 
so  folgt: 

also: 

M<-^]/A|.  (45) 

Beachten   wir   dabei  die  Bedeutung  von  il/,    so   ist   mit  (45)  der  fol- 
gende Satz  gewonnen: 

LXI.  7jU  zwei  linearen  Formen  §,  r}  in  zwei  komplexen  Variahein 

mit  beliebigen  komplexen  Koeffizienten  und  nicht  verschwindender  Deter- 
minante A  lassen  sich  für  die  Variabein  immer  zivei  ganze  Zahlen  des 

Körpers  von  i,  die  nicht  beide  verschtvinden,  derart  angeben,  daß  für 
diese  Zahlen 

IIK-fVJÄi,   i./K^y^Ä]  (46) yn  yn 
wird. 

§  6.     Genaue  Bestimmung  des  Minimums  von  zwei  binären  linearen 
Formen  mit  komplexen  Variabeln  im  Falle  von  K{i). 

Die  Ungleichheitszeichen  in  (46)  beweisen,  daß  der  kleinste  unter 
den  Werten,  welche  von  der  Funktion  max(|  ̂   i,  [  »j  |)  für  ganzzahlige 
im   Körper  K{i)  gelegene,    von  0,  0   verschiedene  x,  y   angenommen 

■werden,   wohl  stets  <-^=-]/jA|  ist,  aber  diese  obere  Schranke  niemals 

erreicht.  Wir  stellen  uns  nunmehr  die  Aufgabe,  für  dieses  Minimum 

M  von  max(  Ij,  jt;|)  die  präzise,  nur  von  A  abhängige  obere  Grenze 
M 

aufzufinden,  d.  h.   den   größtmöglichen   Wert   von  —;=~   bei  beliebig 

variierenden  Koeffizienten  a,  ß,  y,  8  zu  ermitteln,  natürlich  zugleich 
auch  die  Existenz  eines  solchen  größten  Wertes  darzutun. 

Multiplizieren  wir  alle  Koeffizienten  in  ̂ ,  >y  mit  einer  willkür- 

lichen  positiven    Konstante  t,   wodurch  gleichzeitig  M  in  M*  =  tM, 31*  M 
A  in  A*  =  ̂ ^A  übergeht,  dann  bleibt  offenbar  —=^=:  =  ~^-=-;  indem 

*=    '  y  A*  i     >/  A I ' 
wir  nun  t  =  1/J/  annehmen  und  zugleich  für  ta,  tß,  ty,  td  wieder 

bzw.  a,  ß,  y,  d,  für  A*  wieder  A  schreiben,  sehen  wir,  daß  unsere 
Aufgabe  darauf  zurückgeht,  das  3Iaximum  von  1/  AI  oder  das  3Iini- 

mum  von  A  bei  beliebig  variierenden  a,  ß,  y,  d  zu  bestimmen,  iciih- 
rend  gleichzeitig  vorgeschrieben  tvird,  daß  der  Körper  (42)  außer  dem 
I^ullpunkte  keinen  weiteren  Gitterpunkt  in  seinem   Inneren,  icohl   aber 
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GiUerpunTite  auf  der  Begrenzung  enthält.  Beachten  wir  noch  die  Be- 
ziehung (44),  so  können  wir  das  nämliche  Problem  noch  dahin  for- 

mnlieren,  unter  Festhaltung  des  Gitters  in  x,  y  sei  das  Volumen  des 
Eichhörpcrs  (42)  zu  einem  Maximum  zu  machen,  wälirend  dieser  Körper 
ein  31- Körper  bleiben  soll. 

Es  ist  nun  zunächst  leicht  einzusehen,  daß  die  Begrenzung  eines 

derartigen  maximalen  M-Körpers  (42)  soicohl  Gitter^mnkte  enthalten 
muß,  hei  denen  |  ^  =  1 ,  j  ?;  |  <  1  ist,  ivie  auch  solche,  bei  denen  |  <  1, 
);  =  1  ist.  Enthielte  nämlich  die  Begrenzung  eines  solchen  Körpers 

keinen  Gitterpunkt,  wofür  1 1 :  <  1,  ' »/ j  =  1  wäre,  befänden  sich  also 
alle  Gitterpunkte,  die  auf  der  Begrenzung  des  Körpers  liegen,  speziell 
auf  der  Fläche  j  1 1  =  1,  so  würde  der  Bereich 

l^'^i,    \n\<t  (47) 

auch  noch  für  Werte  des  t,  die  >  1  sind,  bis  zu  einer  gewissen 

Grenze  hin  einen  il/- Körper  vorstellen;  das  Volumen  dieses  sieh  mit  t 
kontinuierlich  ändernden  illf-Körpers  (47)  würde  aber  gegenüber  dem 
Volumen  des  il/- Körpers  (42)  beständig  mit  /  zunehmen  und  danach 
der  Körper  (42)  noch  kein  maximaler  ilf- Körper  sein.  Ganz  ent- 

sprechend zeigt  man,  daß  ein  maximaler  J/- Körper  (42)  auch  Gitter- 
punkte aufweisen  muß,  für  die  §  =1,  »/ j  <  1  ist.  Ein  maximaler 

il/- Körper  der  gesuchten  Art  wird  darnach  jedenfalls  ein  vierfacher 
3/- Körper  sein  müssen. 

AVir  setzen  nunmehr  voraus,  daß  auf  der  Oberfläche  des  illf- Kör- 

pers (42)  zwei  Gitterpunkte  {x,  //)  =  {p,  q),  {r,  s)  vorhanden  seien,  für 
deren  ersteren 

l|   =1,     I'/.<1  (48) 
und  für  deren  letzteren 

i|!<l,     \n\^\  (49) 
ist.     Durch  die  Transformation 

^=^^  +  ''^'  (50) 

mögen  die  Formen  |,  »;  bzw.  in  Ausdrücke 
*;  =  A(x  +  pr), 

H=.a((?X-t-r)  ^'    ' 
übergehen  und  wird  sodann  der  Körper  (42)  in  den  Koordinaten  X,  F 
durch  die  Ungleichungen 

l^i^l,     \H\<1  (52) 

definiert,  während  die  genannten  zwei  Gitterpunkte  auf  der  Oberfläche 

desselben  die  Bestimmungsstücke  X=  1,  F=0  bzw.  X  =  0,  F  =  I 
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erhalten.     Für  diese  zwei  Punkte   gelten   dann   gemäß  (48),  (49)  die 
Relationen 

1^1  =  1,     I^I<1 bzw. 

\S\<1,     \H\  =  1 

und  aus   diesen  Relationen   ergeben   sich   unmittelbar  für   die  Koeffi- 
zienten in  (51)  die  Bedingungen: 

|Ai  =  l,     i/i|  =  l,      q\<1,      0   <1.  (53) 

Die  Determinante  /)S  —  qr  für  die  besagten  zwei  Gitterpunkte 
könnte  nun  nach  §  4  nur  einen  der  Werte  s,  «(1  +  /),  2e  haben,  unter 
s  eine  der  Einheiten  +1?  d:  <  verstanden.  Die  Werte  2s  kommen 

hierbei  jedoch  nicht  in  Betracht;  denn  aus  j).9  —  qr  =  2s  würde  hier, 
nach  den  Ausführungen  in  §  4  l^ei  Gleich,  {22),  folgen,  daß  auf  der 

Fläche  '  X  -f  I  Fj  =  1  noch  ein  Gitterijunkt  (x  =  >•*,  p  =  s*)  existiert, 
welcher  mit  dem  Punkte  (^>,  q)  eine  Determinante  =  s  liefert  und  für 
welchen  daher  !F  =  ̂ ,  hernach  |X|  =  -|-,  also  [S  <  1,  i^  <  1 
wird,  was  der  Bedeutung  von  (52)  als  iHf -Körper  widersprechen  würde. 
Darnach  kann  gegenwärtiges  —  qr  nur  mit  einem  der  Werte  f,  «(1  +  0 
zusammenfallen  und  wir  dürfen,  indem  wir  uns  r,  s  bzw.  durch  r/s, 

s/s  ersetzt  denken,  direkt  ̂ s  —  qr  =  1  bzw.  =  1  -f-  ̂   annehmen:  diese 
zwei  Fälle  werden  wir  nun  nacheinander  zu  untersuchen  halben. 

Es  sei  zunächst  ps  —  qr  =  1.  Durch  Bildung  der  Determinante 
von  (51)  erhalten  wir 

X^i{l  —  pa)  =  A{20S  —  qr\ 

also  im  vorliegenden  Falle,  unter  Berücksichtigung  von  (53), 

\A'  =  \1  —  Qö\.  (54) 

Unsere  Aufgabe  läßt  sich  nunmehr  dahin  formulieren,  die  Kom- 
plexen Größen  (),  6  mit  Beträgen  <  1  seien  so  zu  liestimmeii,  daß 

\\  —  Q6\  ZU  einem  Minimum  tvird,  ivährend  gleichzeitig  der  Körper 

\X  +  qY\^1,     \gX  +  Y\  £  1  (55) 

im     Inneren     außer     dem     Nidlpunlde     keinen     iceiteren     GitterjmnM 
enthält. 

Diese  letztere  Bedingung  ist  nun  nach  §  4  (S.  194)  hier  völlig 
dadurch  zu  charakterisieren,  daß  die  12  Ungleichungen 

raax(|£-f  ̂ 1,    6  +  -    )  ̂  1;  (56) 

max  (l  5  +  ̂ (1  +  0  !,   j  ö  -f  '  ~+-^  I)  ^  1,  (57) 
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max(!f(l +  ?)  +  ()!,  '^(H-0  +  f ')^1,  (58) 

erfüllt  sind.  Hierbei  können  wir  noch;  —  indem  wir  uns  nötigen- 
falls Y  und  gleichzeitig  damit  auch  y  in  geeignete  der  dazu  asso- 

ziierten Größen  verändert  denken,  —  von  vornherein  annehmen,  daß 

Q  =  Ql  ±  iQ2}      Qi^Qi^^ 

(mit  reellen  ()^,  q.^)  ist,  und  da  überdies  eine  eventuelle  Vertauschung 

von  /  mit  — i  den  Betrag  von  1  —  q6  und  die  Gesamtheit  der  Be- 
dingungsungieichungeu  (5Ü),  (57),  (58)  nicht  ändern  würde,  so  können 
wir  weiter  noch  die  Annahme 

Q  =  Qi  —  fQoy      Qi^Qi^^ 

machen.  Schließlich  wollen  wir  noch  von  dem  Werte  q  =  0,  welcher 
bei  beliebigem  6  die  Ungleichungen  (56),  (57),  (58)  ohne  weiteres 
immer  erfüllt  und  [A  =1  liefert,  vorerst  absehen,  und  zwar  mit 
Rücksicht  auf  den  Umstand,  den  wir  schon  hier  vorweg  erwähnen, 
daß  das  gesuchte  Minimum  von  j  A  |  sich  <  1   erweisen  wird. 

Wir  haben  nun  die  Aufgabe,  die  Ungleichungen  (56),  (57),  (5<S) 

übersichtlich  weiter  zu  verarbeiten-,  diese  Aufgabe  ist  keineswegs 
mühelos,  läßt  sich  aber  doch  in  durchaus  befriedigender  Weise  durch- 

führen, indem  die  bekannte  geometrische  Darstellung  der  komplexen 
Größen  in  der  Ebene  herangezogen  wird,  wobei  unter  Zugrundelegung 
rechtwinkliger  Koordinaten  a,  h  ein  Punkt  («,  6)  als  Repräsentant  der 

komplexen  Zahl  a  -{-hi  gilt.  Zunächst  werden  dann  die  Bedingung 
I  p  I  <  1   und  die  über  q  gemachte  Annahme 

damit  gleichbedeutend,  daß  der  der  Zahl  q  entsprechende  Punkt  oder, 
wie  wir  kurz  sagen  wollen,  der 
Punkt  Q  sich  (Fig.  71)  nur  in  dem 
letzten  Oktanten  A  OB  des  um  den 

Nullpunkt  0  als  Mittelpunkt  mit 
dem  Radius  1  beschi-iebenen  Krei- 

ses, und  zwar  mit  Ausschluß  des 
Bogens  BA  und  des  Nullpunktes 
0,  bewegen  kann. 

Es  ist  alsdann  weiter  fest- 
zustellen, in  welchem  Bereiche  die 

Größe  6  je  nach  dem  Orte  des  q 

verweilen  darf,  damit  die  Unglei- 
chungen (56),  (57),  (58)  sämtlich  Fig.  7i. 
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erfüllt  sind.  Diese  letzteren  Ungleichungen  lassen  sich  nun  folgender- 
maßen aussprechen:  so  oft  für  irgend  welches  der  Wertepaare 

CX,r)  =  (f,  1),  (.f,  i  +  a  (^(1 +  '■),!) 
sich  |X  -f  p  F|  <  1  herausstellt,  soll  für  dieses  selbe  Wertepaar  (X.  Y) 

gleichzeitig  |(5X  -f  Tj  ̂   1  gelten.  Der  Vordersatz  in  dieser  Bedingung 
kommt  also  jedesmal  auf  das  Bestehen  einer  der  zwcUf  Ungleichungen 

1 

rfl  +  ̂|<y2' 
(61) 

l«(;i  +  f)  +  9l<i  (62) 

hinaus  und  bedeutet  sonach,  daß  der  Punkt  q  im  Inneren  eines  der 

Kreise:  um  —  £  als  Zentrum  vom  Radius  1,  um  —  f/(l  +  i)  als  Zen- 

trum vom  Radius  l/y2,  um  —  f  (1  +  i)  als  Zentrum  vom  Radius  1, 
sich  befindet. 

Von  den  vier  unter  (60)  fallenden  Ungleichungen   sind  nun  die- 
jenigen 

l-f()|<l,         |-«-]-p|<l 

hier  von  vornherein  ausgeschlossen,  da  sie  der  Größe  q  solche  Bereiche 
zuweisen,  welche  mit  dem  Bereiche  AOB,  in  dem  sich  q  nach  der 
Voraussetzung  (59)  befinden  soll,  keinen  Punkt  gemein  haben  (Fig.  72). 
Was  ferner  die  Ungleichung 

1  -  1  +  ()  l<  1  (63) 

betrifft,  so  läßt  dieselbe  für  q  offenbar  den  Bereich  AOB  (von  0  ab- 

l  gesehen)  vollständig  in  Geltung;  gleich- 
zeitig mit  (63)  soll  nun  nach  (56) 

\6-l   >\  (64) 

sein,  also  6  außerhalb  oder  auf  der  Peri- 
pherie des  Kreises  um  1  vom  Radius  1 

und  folglich  in  dem  nicht  innerhalb  dieses 

Kreises  befindlichen  Teile  NON'PN 
des  Einheitskreises,  mit  Ausschluß  des 

Bogens  N'FN,  liegen  (Fig.  72).  End- 
lich ist  die  Ungleichung 

\i-\-  q\<1 

dann  erfüllt,  wenn  (j  dem  Bereiche  OBC 

angehört,    den   der  Kreis   um  —  i  vom   Radius   l   mit   dem  Oktanten 
AOB  gemein  hat,  wobei   noch   die    Bogen  CO,  BC   auszuschließen 
sind;  fällt  q  in  diesen  Bereich_,  dann  wird  gleichzeitig  6  vermöge 

\6-i\>l  (65) 

Fig.  72. 
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auf  denjenigen  Teil  TOSRT  des  Einheitskreises,  mit  Ausschluß  des 
Bogens  SBT,  verwiesen,  welcher  nicht  innerhalb  des  Kreises  um  i 
vom  Radius  1   liegt  (Fig.  72). 

Von   den   vier  Ungleichungen   (61)   (Fig.   73)    können  wiederum 
zwei,  nämlich 

+  (>!<: 
i  +  t 

+  (> 
^1/2' 

2     '  '^l  ̂ y2' 
bei  der  schon  vorausgesetzten  Lage  des  q  überhaupt  nicht  statthaben. 
Dagegen  trifft  die  Ungleichung 

-1  +  ̂- 
oj*i. 

+  p 

< 

1/
2'
 

°J-<-z 

/ 
2    ■■. 

\ 
/ 

K  "''"^ 

-4-"' 
■■■:■  Ol 

X.   

-^ 

/ 

\o -Pr- -fK 

i^.           ^/^^^aH«
 

^Ä 

aT""
 

.^«i^>i 

-I-l 
J-l 

yiE^
 

°Ä-i -J-i 

'l-i 

Fig. 

im  ganzen  Bereiche  AOB  der  Größe  q  (von  0  und  A  abgesehen) 
zu  und  muß  sich  daher  6  gleichzeitig  immer  der  Bediugimg 

|(5-(1  +«)'^1  (66) 

unterwerfen,  also  notwendig  in  demjenigen  Teile  äD'QPBBä  des 
Einheitskreises,  mit  Ausschluß  des  Bogens  QFRBÄ,  verweilen,  welcher 
nicht  innerhalb  des  Kreises  um  1  +  i  vom  Radius  1  liegt.  Im  Falle 
des  Bestehens  von 1  — *   1 

< 

V2 

schließlich  wird  q  auf  das  Segment  ODÄO,  das  dem  Einheitskreise  und 

dem  Kreise  um  ~Z-~  vom  Radius  — =-  gemeinsam   ist,   mit  Ausschluß 2  |/2 

des  Bogens   ODA,  verwiesen  und  alsdann  muß  6  wegen 

<?-(!-  0  '  >  1  (^^> 

in  dem  Teile  i^D^^Pii*  des  Einheitskreises,  welcher  nicht  innerhalb 
des  Kreises  um  1  —  i  vom  Radius  1  liegt,  mit  Ausschluß  des  Bogens 
A  QPB,  verweilen. 
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Von  den  vier  Ungleichungen  (02)  endlich  (Fig.  74)  können  drei, 
imd  zwar 

-\-ii-Q\<l,        l-i-\-Q<l,      {l+|-f-p<l, 

bei  der  für  q  vorausgesetzten  Lage  überhaupt  nicht  statthaben;  durch 
die  übrige  Ungleichung  jedoch, 

I-  1  +«  +  p   <1, 

wird  der  Bereich  des  q  auf  die  Figur  ADEBA,    die   dem  Oktanten 

AOB  und  dem  Kreise  um  1  —  i  vom  Radius  1    gemeinsam   ist,   mit 

I 

^^
 

•"^A^ 

ij-i 

-£io 

■\y 

Fig.  75. 

Ausschluß   der   Bogen   ADE,  BA  eingeschränkt,  G  dagegen   gleich- 
zeitig infolge 

1  (1  +  i)(7  -  ?•  >  1  oder  \a-^-^\>~  (68) '  ̂   ^  '  —  I  ^      \  —  |/2 

auf  denjenigen  Teil  ADOQPRBA  des  Einheitskreises  verwiesen,  der 
14-?  1  •» 

Sich  nicht  innerhalb  des  Kreises  um     T    vom  Radius     _  befindet,  mit 

Ausschluß  des  Bogens  QPBBA. 

Der  Oktant  AOB  erscheint  jetzt  durch  die  drei  ihn  durchsetzen- 
den unter  den  hier  für   q   in  Frage  gekommenen  Kreisen  in   sieben 
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Partien  geteilt  (^Fig.  75),  die  wir  zu  fünf  Partien  in  folgender  Weise 
zusammenfassen  wollen: 

I:  AGCÄ, 

II:  AFGÄ, 

III:  ÄOFÄ, 

IV:  DOED  und  BEBCGD, 
V:  BFOJJ  und  DG  FI). 

Dabei  sind  von  jedem  dieser  5  resp.  7  Bereiche,  wie  aus  der  soeben 

<lurchgeführten  Betrachtung  zu  entnehmen  ist,  die  jeweils  nach  dem 

Bereiche  hin  konkaven  Teile  der  begrenzenden  Kreisbogen,  wie  auch 

der  zur  Begrenzung  eventuell  gehörende  Nullpunkt  0  auszuschließen, 

die  sonstigen  Teile  der  Begrenzung  des  Bereiches  sind  dagegen  jedesmal 
zum  Bereiche  mitzuzählen.  Indem  wir  uns  nun  q  jeweils  in  einem  der 

fünf  Bereiche  bewegt  denken,  können  wir  aus  der  obigen  Betrachtung 

und  den  zugehörigen  Figuren  72,  7;^),  74  genau  entnehmen,  in  welchem 
zugehörigen  Bereiche  sich  jedesmal  die  Größe  (7  gleichzeitig  bewegen 

darf.  Wir  finden  alsdann,  daß  6  stets  jenseits  —  das  soll  hier 

heißen:  nicht  auf  der  konkaven  Seite  —  der  Kreisbogen  A^OFund 
VQ  liegen  muß  und  zu  gleicher  Zeit  überdies  in  den  Fällen  IV,  V 

des  Q  jenseits  des  Bogens  OS,  in  den  Fällen  II,  III,  V  des  q  jenseits 
des  Bogens  RW,  schließlich  in  den  Fällen  I,  11  des  q  und  im  Falle 

einer  gewissen  besonderen  Lage  des  q  in  IV  oder  V  jenseits  des 

Bogens  0  Q  liegen  muß.  Hierbei  ist  noch  zu  bemerken,  daß  die  letzte 

der  für  6  aufgezählten  Bedingungen,  soweit  sie  sich  auf  den  Fall 

jener  besonderen  Lage  des  q  in  IV  oder  V  bezieht,  bereits  durch  die 

zweite  der  Bedingungen,  (daß  nämlich  6  in  den  Fällen  IV,  V  des  q 

jenseits  OS  liege),  erledigt  ist,  indem  der  Bogen  OS  jedenfalls  jen- 
seits des  Bogens  OQ  liegt.  Hiermit  erscheint  der  Gesamtbereich 

OVfjSPIiJSfWO,  in  dem  sich  o  auf  diese  Weise  überhaupt  bewegen 
kann,  in  vier  Partien,  und  zwar 

OVQO,     OQSO,     OSPRWO,     WENW  (69) 

zerlegt  und  es  verträgt  sich  dabei,  wie  wir  sehen,  eine  Lage  des  6 
in  der  ersten  dieser  Partien  mit  dem  Bereiche  HI  des  q,  in  der 

zweiten  mit  den  Bereichen  I,  II,  III  des  q,  in  der  dritten  mit  den 

Bereichen  I,  II,  III,  IV,  V  des  q,  in  der  vierten  mit  den  Bereichen 

I,  IV  des  f).  Die  hier  auf  q  bezüglichen  Nummern  sind  in  Fig.  75 

in   die   einzebien   Bereiche   (69)    des   ö   entsprechend  eingetragen. 

Um  nun  jene  Wertekombinationen  ^,  6  zu  ermitteln,  welche  ein 

Minimum  von  \1  —  q0\  unter  den  hier  gegebenen  Umständen  be- 
wirken, denken  wir  uns  gegenwärtig  ̂   mit  seinem  Werte  in  einem 

beliebigen  Punkte  eines  der  für  diese  Größe  in  Frage  kommen- 
den Bereiche  festgelialten  und  suchen  a  so  zu  variieren,  daß  für  das 

Minkowski,  dioi)liaat.  Approximationen.  14 
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festgehaltene  q  und  das  zu  findende  a  der  Wert  von  1  —  q6,  also 

auch  derjenige  von   6  ,    möglichst    klein    wird.      Wir    beachten 

dabei,  daß  diese  letztere  Größe  die  Distanz  des  Punktes  6  vom 
Punkte  1/p  bedeutet  und  stellen  mit  Rücksicht  darauf  nun  auch 
für  die  Größe  1/q  diejenigen  Bereiche  fest,  welche  den  Bereichen 

I,  II,  lU,  IV,  V  des  Q  bzw.  entsprechen.  Dabei  können  wir  von 
einem  Punkte  q  zum  zugehörigen  Punkte  1  q  durch  Spiegelung 
am  Einheitskreise  und  daran  anzuschließende  Spiegelung  an  der 
reellen  Achse  übergehen;  es  geht  alsdann  der  Einheitskreis  in  sich 

selbst  über,  der  Radius  ̂ 0  in  den  außerhalb  des  Einheitskreises  ge- 
legenen positiven  Teil  ÄÄ^  der  Achse  der  reellen  Zahlen,  der  Radius 

BO  in  den  außerhalb  des  Einheitskreises  im  positiven  Quadranten 

verlaufenden  Teil  KK^  der  Halbierungslinie  des  genannten  Qua- 
dranten, der  im  vierten  Quadranten  befindliche  Bogen  AGDO  des 

durch  die  Punkte  ?",  1,  0  gelegten  Kreises  in  den  im  ersten  Quadranten 
verlaufenden  Teil  AHrj.  der  Geraden,  welche  durch  die  Punkte  —  ij 
1  geht,  der  Kreisbogen  CGFO,  der  im  Nullpunkte  die  Achse  der 

reellen  Zahlen  berührt  und  rückwärts  fortgesetzt  durch  —  2  /  läuft, 
in  den  zur  Achse  der  reellen  Zahlen  parallelen,  von  4?  herkommenden 
Strahl  TT^,  endlich  der  Kreisbogen  ÄF,  welcher  die  Achse  der 

reellen  Zahlen  in  1  berührt  und  fortgesetzt  durch  —  i  läuft,  in  einen 
Kreisbogen  ÄJ,  welcher  ebenfalls  in  1  die  Achse  der  reellen  Zahlen 

berührt  und  fortgesetzt  durch  i  läuft,  also  dem  Kreise  um  1  -\-  i  vom 
Radius  1  angehört.  Auf  diese  Weise  entsprechen  den  fünf  im  letzten 
Oktanten  des  Einheitskreises  gelegenen  Bereichen  I,  II,  III,  lY,  V 
für  Q  bzw.  die  fünf  außerhalb  des  Einheitskreises  im  ersten  Oktanten 
der  Größenebene  verlaufenden  Bereiche  AHTA,  AJHA,  T :^JAA^, 

K.^KTHH,_,  H^HJT^  für  l/p,  die  bzw.  mit  I*  II*,  III*  IV*  V* bezeichnet  seien. 

Der  Wert  von  l/p  werde  nun  irgendwie  in  einem  der  letz- 
teren Bereiche  festgehalten;  wie  wir  alsdann  auch  in  dem  zugehörigen, 

damit  verträglichen  Bereiche  für  6  den  Punkt  6  wählen  mögen, 

immer  können  wir  durch  Verschiebung  dieses  Punktes  in  der  Rich- 

tung auf  den  Punkt  \!q  zu  die  Größe   6     beständig  verkleinern, 
bis  schließlich  (5  auf  einen  innerhalb  des  Einheitskreises  gelegenen 

Begi-enzungspunkt  des  betreffenden  Bereiches  fällt.  Es  geht  dieses 
daraus  hervor,  daß  die  zwei  Tangenten  am  Einheitskreis  in  Q  und  N 

den  Bereich  I*,  jene  in  Q  und  R  die  Bereiche  11*  und  III*  in  S  und 
N  den  Bereich  IV*,  endlich  die  Tangenten  in  S  und  R  den  Bereich  V* 
zwischen  sich  fassen.  Wir  können  uns  daher  darauf  beschränken, 

6  bloß  auf  den  Grenzbogen  der  jeweils  ihm  zukommenden  Bereiche 
sich  bewegen   zu  lassen  und  haben  also  nur  noch  auf  diesen  Bogen 
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jedesmal  Punkte  mit  einem  Minimum  des  Abstandes  vom  Punkte  1/q 
zu  suchen. 

Xehmen  wir  6  zunächst  im  Inneren  irgend  eines  der  hierfür  nun 
in  Betracht  kommenden  Kreisbogen 

OV,  VQ,  OQ,  OS,   WO,  BW,  NW  (70) 

beliebig  an  und  es  werde  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  dem  der  be- 
treffende Kreisbogen  angehört,  durch  die  Größe  6^  repräsentiert;  denken 

wir  uns  ferner  um  den  Punkt  I'q  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  durch  den 
angenommenen  Punkt  a  geschlagen.  Die  zwei  Kreise,  um  6^  vom  Radius 

6  —  6q    und  um  1/q  vom  Radius    6 werden  sich  im  Punkte  6 

entweder  schneiden  oder  berühren;  darunter  kann  die  Berührung,  wie 
Fig.  Tö  auf  den  ersten  Blick  zeigt,  nie  eine  äußere  sein.  Im  Falle 
des  Schneidens  kann  man  nun  durch  Fortbewegung  des  6  von  der 

für  dasselbe  angenommenen  Stelle  aus  längs  des  betreffenden  Kreis- 

bogens  in   einem  bestimmten  Sinne  (Fig.  76a)  den  Abstand   6] 
stets  vemngem.  Im  Falle  der 
Berührung  dagegen  überzeugt 
man  sich  zunächst,  daß  dabei 
der  Kreis  um  6^  vom  Radius 

6  —  6q  notwendig  im  Inneren 
des  Kreises  um  1q  vom  Ra- 

dius   6   liegen  muß,  und 

zwar  deshalb,  weil  die  zu  den  Fig.  76. 
Kreisbogen  (70)  bzw.  gehörigen 
Kreissektoren  mit  dem  Gesamtbereiche  des  I/q  außer  dem  Punkte 
1 

Q 

dem  Punkte  —  =  1  -j-  i,  welcher  jedoch  außerhalb  III*  liegt,   keinen 

sonstigen  Punkt  gemein  haben;  daraus  folgt,    daß  in  diesem   zweiten 

Falle  der  Abstand   ö     durch   Fortbewegung   von   6   auf   dessen 

betreffendem  Kreisbogen,  sowohl  im  einen,  wie  im  anderen  Sinne, 
jedesmal  verkleinert  wird   (Fig.   76b).     Demnach   kann    ein   Minimum 

von   6  ,  also  auch  von  !  1  —  oöl,  nicht  statthaben,  wenn  6  im 

Inneren  eines  der  Kreisbogen  (70)  üegt,  und  kann  daher  dieses  Mini- 
mum nur  eintreten,  icährend  ö  in  einem  der  Endpimlde  0,  V,  W  liegt, 

eventuell  kann  eine  untere  Grenze  der  in  Frage  kommenden  Werte  von 

\1  —  Q6  sich  ergehen,  icemi  6  in  einen  der  Funkte  Q,  S,  R,  N  des 
Einheitskreises  gelangt. 

14* 

1,  welcher  aber  für  1/p  überhaupt  nicht  in  Frage  kommt,  und 
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Was  nun  zunächst  diese  letzteren  Punkte  Q,  S.  B,  N  anbetrifft, 

so  zeigt  Fig.  75,  daß  der  Punkt  I/q,  wie  er  auch  in  den  jeweils  ihm 
zukommenden  Bereichen  liegen  mag,  jedenfalls  vom  Punkte  0  eine 

geringere  oder  h(»ehstens  die  gleiche  Entfernung  hat,  wie  von  dem 

gerade  betrachteten  jener  vier  Punkte.  Daher  genügt  es,  bezüglich 

des  Zustandekommens  des  Minimums  von  1  —  qö\  bloß  die  AVerte 

des  ö  in  den  Punkten  0,  V,  W,  die  wir  mit  öo,  <?i-,  (?m-  bezeichnen 
wollen,  zu  prüfen. 

Zunächst  ist  6o  =  0,  also  hier  \l  —  q6  =  1.  Bezüglich  6,,  a»- 
fragen  wir  mit  Rücksicht  auf 

1  I         1 1  —  q6=\6 

weiter  nach  jenen  speziellen  Lagen  des  (j,   welche   ein  Minimum   von 
1  1   1 

—  Q     resp.    !   q\    bewirken.     Den  (? -Werten    auf    dem    Kreise i  I  ''w         I 

um  1  vom  Radius  1,  welcher  durch  den  Nullpunkt  geht  und  auf  der 

Achse  der  reellen  Zahlen  senkrecht  steht,  entspricht  als  Ort  der  zu- 
£reh()ritren  Werte  l/ß  die  zur  Achse  der  reellen  Zahlen  senkrechte 

Gerade  Y[^NY^  (Fig-  75),  Avelche  durch  die  Schnittpunkte  des  ge- 
nannten Kreises  mit  dem  Einheitskreise  läuft.  Diese  Gerade  geht 

durch  die  Punkte  J^(p  =  ̂ -,  in  der  Figur  nur  mit  l-  bezeichuet)  und 

F  und  es  liegen  auf  ihr  die  den  Zahlen  l/ör,  l/öw  bzw.  entspre- 
chenden Punkte  F*,  IF*;  diese  letzteren  befinden  sich  notwendig 

symmetrisch  zueinander  bezüglich  der  Achse  der  reellen  Zahlen.  Für 

6  =  öv  erscheint  nun  ^   auf  den  Bereich  III   angewiesen  und   sonach 

i   1  ' wird   der  Abstand   p  ,   wie    aus    Fig.    75    ersichtlich,    dann    am 

kleinsten,   wenn  q  im  Punkte  F  zu  liegen  kommt;  es  ist  alsdann 

I  1  —  ̂ (?|  = 

1  I 

i_  I  OT 
* 

Im   Falle   6  =  öw  dagegen   kann  q  im   ganzen   Oktanten   AOB   vari- 

ieren und   sonach   wird   o     am   kleinsten,    wenn    p    im   Mittel- 

punkte  Ä  der  Strecke   OA  liegt;  dann  haben  wir: 

I  1  _        I  _
  ̂^^* I)a  nun 

0 1]^*  =  OV*>Ä W*  >  F* J'' 
ist,  so  folgt  daraus 

.        Ä  W*        V*F 
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und  danach  tritt  mdgültiy  in  dem  gegenwärtig  betrachteten  Falle  der 

Ideii/simögliche  Wert  von  \1  —  q6  ein,  wenn  q  in  F,  6  in  V  liegt. 
Man  berechnet  leicht  die  bezüglichen  Werte  von  q,  6  zu 

1        •   ,    -1/3  .       •,      1/3  —  1     "ir 

1/2 

.    2  71  / 
.      ..„     -1/3  — 1  =»^r 'i.ni 

WO  j  die  dritte  Einheitswurzel  e  "^  =  — — -^  '  ̂  bezeichnet,  und  erhält 
dafür 

l_,,,,_K?_,(^3-^)  =  ̂ -:^>^.-^^  (71) 
sonach  f'dr  das  gesmlde  Minimum  von  \\  —  q6\  den   Wert 

^--|?  =  0,8965.... 

1^ 

Wir  gehen  nunmehr  zur  Betrachtung  des  zweiten  der  beiden  Fälle 
über,  die  oben  auf  Seite  204  zu  unterscheiden  waren,  und  machen 
also  die  Annahme 

ps  —  qr  =  \  -{-  i. 

Wir  transformieren  jetzt  wiederum,  wie  auf  S.  203,  die  Formen 
I,  iq  mittels  der  Gleichungen  (50)  bzw.  in 

S-KX  +  qY),     H=^{6X+Y),  (72) 
wobei  sich 

AI  =  1,       u    =1,       ()    <  1,       <?    <  1 

erweist.     Diesesmal  wird 

\1  —  Qö    =|A    \ps  —  qr\  =  y'2  \A\ 
Unsere  Aufgabe  lautet  nun,  die  Größen  p,  6  seien  so  zu  be- 

stimmen, daß  \1  —  Qö     ein  Minimum  wird,  während  der  Bereich 

\X  +  qY£1,     \6X-\-Y£1  (73) 

im  Inneren  außer  dem  Nullpunkt  weder  einen  weiteren  Punkt  mit 

ganzzahligen  X,  Y,  noch  auch  irgend  einen  Punkt,  für  den  (1  -f  OX, 
(1  +  ij  Y  beide  ganzzahlig  und  =  1  (mod.  1  +  n  sind,  enthält. 

Der  hiermit  geforderte  Charakter  des  Bereiches  (72)  wird  nun 
nach  §  4  (S.  198)  völlig  durch  die  vier  Ungleichungen 

max  (|£  +  p  I,       (?  +  {  )  ^  1/2        (£  =  ±  1,  ±  i)        C'4) 

ausgedrückt.     Zur   bloßen   Ermittelung   des   Minimums   von    |1— ()<J| 
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;^^  können  wir  uns  ferner  aus 
analogen  Gründen,  wie  vor- 

hin, auf  die  Annahme 

Q  =  Qi—  iQ.2)    Qi^  9i^^ 

beschränken:  dadurch  wird 

Q  in  der  komplexen  Größen- 
ebene wiederum  auf  den 

letzten  Oktanten  AOB  des 

Einheitskreises  mit  Aus- 
schluß des  Bogens  BA 

verwiesen  (Fig.  77). 

Die  Bedinguugsunglei- 
chungen  (74)  sagen  nun 
aus,  daß  so  oft  für  ein  q 
und  ein  s 

|£-f()|<y2  (75) 

wird,  gleichzeitig  6  derart  beschaffen  sein  soll,  daß 

(?  +  -  1  >  1/2 

wird.  Von  den  vier  in  Frage  kommenden  Ungleichungen  (75)  treten 
nun,  wie  Fig.  77  zeigt,  die  folgenden  zwei 

|-H-(>|<-[/2,     !«  +  ̂ |<]/2,  (76) 
für  jedes  q  des  Bereiches  AOB  (von  A  abgesehen)  ein,  indem  die 

Kreise  um  1  und  um  —  i  vom  Radius  y2  diesen  Bereich  ganz  in  sich 
einschließen;  gleichzeitig  muß  demnach 

G  -  r  ̂   ]/2,  \6-i\>  V2 

sein,  also  ö  in  demjenigen  Teile  des  Einheitskreises  liegen,  welcher 

nirgends  ins  Innere  der  Kreise  um  1  und  um  i  je  vom  Radius  ]/2 
eindringt,  d.  i.  6  muß  im  Kreisdreieck  BÜP  liegen,  wovon  noch  der 
Bogen  PR  wegen  der  Bedingung  ;  (?  |  <  1  auszuschließen  ist.  Dieses 

Dreieck  B  ÜB  fällt  andererseits  ganz  in  den  Kreis  um  —  i  vom  Radius 

y2  und  ist  darin  also  für  jeden  Punkt  6,  —  bloß  mit  Ausnahme 
des  Punktes  B,  der  hier  aber  nicht  in  Betracht  kommt,  — 

folglich  darf  niemals  gleichzeitig 

\-i^Q\<V2 

sein,  d.  h.  es  muß  für  q  hier  stets 

\-i  +  Q\>V2 
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gelten,  also  q  außerhalb  oder  auf  die  Peripherie  des  Kreises  um  i  vom 

Radius  l^z,  d.  h.  hier  uotweudig  in  das  Kreisdreieck  ALB,  mit  Aus- 
schluß des  Bogens  JBÄ,  fallen.  Im  Bereiche  dieses  Kreisdreiecks  ist 

nun,  wie  Fig.  77  zeigt,  auch  niemals 

,  1  -}-  p    <  1/2; 

es  erscheinen  hier  also  die  zwei  weiteren,  außer  (76)  zu  diskutieren- 
den Ungleichungen  (75)  ausgeschlossen. 

Wir  haben  demnach  das  Minimum  der  Werte  von  \l  —  q6\ 
zu  suchen,  während  nunmehr  q  sich  in  ALB,  6  in  RUP,  jedesmal 
mit  Ausschluß  der  Werte  auf  dem  Einheitskreise,  bewegen.  Aus  dem 
Bereiche  für  q  finden  wir  zu  diesem  Zweck  zunächst  als  zugehörigen 
Bereich  für  1/q  das  Kreisdreieck  AMK,  indem  der  Bogen  AB  des 
Eiuheitskreises  im  letzten  Oktanten  in  den  Bogen  AK  desselben 

Kreises  im  ersten  Oktanten  übergeht,  ferner  der  den  Bogen  AL  ent- 
haltende Kreis,  wie  jeder  durch  die  Punkte  1,  —  1  laufende  Kreis,  in 

sich  selbst  und  also  sein  Bogen  AL  im  letzten  Oktanten  in  seinen 
Bogen  AJSl  im  ersten  Oktanten  übergeht,  schließlich  die  Strecke  BL 
auf  der  Halbierungslinie  des  letzten  Quadranten  in  die  Strecke  KM 
auf  der  Halbierungslinie  des  ersten  Quadranten  sich  verwandelt;  wie 
der  Bogen  BA  vom  Bereiche  BAL,  so  ist  jetzt  der  Bogen  KA  vom 
Bereiche  AMK  auszuschließen.  Halten  wir  nun  vorderhand  den  Wert 

von    IJQ   beliebig  im   Bereiche  AMK  fest,   so  handelt  es   sich   dann 

um  das  Minimum  von     (?  —         bei  diesem  1  p.    Wir  sehen  zunächst, 
Q 

—  da  die  Tangenten  in  P  und  R  am  Einheitskreise  das  Kreisdreieck 
AMK  zwischen  sich  schließen,  —  daß  ein  Minimum  der  fraglichen 
Größe  hier  nur  eintreten  kann,  wenn  a  auf  einem  der  Bogen  RU, 

UP  liegt,  und  weiterhin,  —  da  die  Kreissektoren  QPU,  AUR  nicht 
in  AMK  eintreten,  —  nur  wenn  6  in  einen  der  Endpunkte  R,  U,  P 
dieser  Bogen  fällt.  Hierbei  kommen  die  Punkte  P  und  R  nicht  in 

Frage,  da  das  Kreisdreieck  A3IK  auf  derselben  Seite  der  Geraden  PQ 
wie  der  Bogen  P  IL  ferner  auf  derselben  Seite  der  Geraden  RA  wie  der 

Bogen  R  U  bleibt. 

Da.s  Minimum  von  '      —  <?     tritt  aJ>io  nottvemlif/  ein,   während  6 n 

im  Punkte   U  licfjt.     Zu   dem   betreffenden  Werte  ö  =  öu  suchen   wir 

jetzt  weiter  das  Minimum  von     '^  —  QGu\  =  \^u\  \~   Q  ;  ̂ ^i^  Größe 

\l0u  wird  durch  den  Schnittpunkt  Z  der  Halbierungslinie  des  vierten 

Quadranten  mit  dem  Kreise  um  /'  vom  Radius  >'2  repräsentiert,  indem 
beim  Übergang  von  den  Werten  6  zu  den  Werten  1/(5  dieser  letztere 

.Kreis  in  sich  übergeht  und  aus  der  Halbierungslinie  des  dritten  Qua- 
dranten   die  Halbierungslinie   des   vierten  Quadranten  wird.     Nun  hat 
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unter  allen  Punkten  q  im  Bereiche  BAL  die  Ecke  L  sichtlich  den 

kleinsten  Abstand  von  Z;  sonach  tritt  das  Minimum  von  1  ~  qc  in 
dem  hier  betrachteten  Falle  endgidtig  für 

9  =  P/.  =  (1  -  ?)  *—^^  =r  -  '7  =    -7-     e       -24 , 

c/)«  ?(»f/  CS  hcträijt 

1 1  —  Pi<yai  =  3  —  ]/  3- 

-4^(/'  (?2e5e  TFe/se  erhalten  wir  hier  für  das  Minimum  von  |  A  =       1 1  —  p  (T 
3   i/y 

denselben  Wert   -  -i—,  «t'/e  m  f/e;/^  0«  erster  Stelle  behandelten  Falle 

)/2 

ps  —  qr  =  1. 

§  7.    Endgültige  Forniuliernng  des  Satzes  über   zwei  biuäre  lineare 
Formen  fiir  K(i). 

Indem  wir  nun  auf  die  ursprüngliche  Fassung  des  von  uns  nun- 
mehr erledigten  Problems  aus  dem  Anfang  des  §  6  zurückgehen^ 

können  wir  die  gewonnenen  Resultate  in  folgender  Weise  aussprechen: 

Sind  ̂ ,  1]  zwei  binäre  lineare  Formen  in  den  komplexen  Varia- 

bein X  =  Xj^  -{-  ix^,  y  =  Dl  -\-  iy.i,  mit  beliebigen  komplexen  Koeffi- 
zienten und  einer  Determinante  AH=0,  und  betrachten  Avir  im  vier- 

dimensioualen  Gitter  der  x^,  x^,  y^,  y.^  den  zum  Eichkörper 

III  ̂1;      l'^^l 
homothetischen  Ji-Körper,   so  gilt  für  dessen  Parameter  31  stets  die 
Ungleichung 

M<']/^'^~\A:.  (77) —  r   3  — "|/3 '  ^    ' 

Üabei  tritt  in  dieser  Ungleichung  unter  gewissen  Umständen  das 

Gleichheitszeichen  ein,  und  zwar  dann  und  nur  dann,  wenn  der  Aus- 
druck 1  —  Qö\,  welcher  aus  den  Koeffizienten  von  h,,  rj  in  der  im 

vorigen  Paragraphen  erörterten  Weise  zu  bilden  ist,  für  die  vor- 
liegenden I,  r/  gerade  sein  von  uns  dort  gefundenes  Minimum  er- 

reicht. Diesbezüj^Iich  haben  wir  noch  die  zwei  im  vorigen  Para- 
graphen    unterschiedenen  Fälle  einzeln  zu  betrachten. 

Im  ersteren  dieser  Fälle  tritt  das  Minimum  von  |1  —  q(}\  unter 
der  bezüglich  des  q  gemachten  Annahme  (09)  für 

Q  =  —  ̂ —f,     <?  =  1  -  if 
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ein  (S.  213)^  also  allgemein  dann,  Tvenn  q,  a  mit  einem  der  4  Werte- 

paare 

Q  =  e{-i-  f),     6=1  (1  -  //)  («  =  ±  1,  ±  0 

oder  mit  einem  der  4  dazu  konjugiert-komplexen  Wertepaare  zu- 
sammenfallen. Ist  nun  dieses  der  Fall,  dann  existiert  der  Bedeutung 

von  Q,  6  zufolge  (S.  203)  eine  ganzzahlige  Substitution  von  einer 

Determinante  +  1  oder  +  i,  welche  die  Formen  |,  r^  bzw.  in  Aus- 
drücke 

s  =  A[x +  (-;-/)  7], 

H~n[{l-ir)X+Y]  ^ '-■ 
resp.  in  dazu  konjugierte  Ausdrücke  überführt,  während  A,  u  irgend 
welche  Größen  von  Beträgen  1  werden.  Beachten  wir  noch,  daß  die 
hier  auftretenden  Formen 

die  bemerkenswerte  Eigenschaft  haben,  durch  die  Substitution 

von  der  Determinante  —  1   in  die  Formen 

X*  +  i^i  -  j)  Y%  -  if[{i  +  ij) X*  +  r*] 
überzugehen,  deren  erstere  offenbar  zu  der  ersten  in  (78)  konjugiert- 
komplex  und  deren  letztere  bis  auf  den  Faktor  —  if  vom  Betrage  1 
zu  der  zweiten  in  (78)  konjugiert-komplex  ist,  —  so  können  wir  schon 

erschöpfend  sagen,  daß  die  Größe  1  —  q6]  ihr  Minimum  im  vor- 
liegenden Falle  dann  und  nur  dann  erreicht,  wenn  eine  ganzzahlige 

Substitution  von  einer  Determinante  +  1  oder  +  i  existiert,  welche 

die  Formen  g,  >/  in  Ausdrücke  (78)  überführt. 
Erwähnt  sei  hier  noch  eine  andere  bemerkenswerte  Eigenschaft 

der  Formen  (78),  des  Inhalts  nämlich,  daß  diese  Formen  durch  die 
Substitution 

X  =  (-  1  +  0  X^'  +  i  F*      r  =  X*  -  i  F*  (79) 
von  der  Determinante   1   in  die  Formen 

j  (X*  +  (-  ̂•  -  /)  F*),    j--'((l  -  iß) X*  +  F*) 

übergehen,  sich  also  einfach  mit  j  bzw.  /  multi])lizieren.  Die  drei- 
malige Ausübung  der  Substitution  (79)  nacheinander  muß  hiernach, 

wegen  ß  =  1,  auf  die  identische  Substitution  hinauskommen. 
Im  zweiten  der  oben  unterschiedenen  Fälle  tritt  das  Minimum 

von     1  —  Qö     ein,  wenn  q,  6  eines  der  4  Wertepaare 

p  =  f(/_//),       ö=l(-j-//)  (5  =  ±1,±0 
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oder  eines  der  4  dazu  konjugiert -komplexen  Wertepaare  vorstellen, 
wenn  also  (vgl.  S.  203)  für  |,  t]  eine  ganzzalilige  Substitution  (50)  von 
einer  Determinante  +  1  ±  '  existiert,  wodurch  |,  >;  in  Ausdrücke 

oder  in  dazu  konjugiert-komplexe  Ausdrücke  transformiert  werden, 
während  A,  ,u  irgend  welche  Größen  vom  Betrage  1  werden.  Nun 
gehen  die  Ausdrücke  (80)  durch  die  Substitution 

von  der  Determinante  —   ■  ,   .  in 1+' 

A(X*  +  (-^-/)^*), 

d.  h.  in  Ausdrücke  von  der  Gestalt  (78)  über,  und  Entsprechendes 

gilt  auch  für  die  zu  jenen  (80)  konjugiert -komplexen  Ausdrücke. 
Mithin  folgt  durch  Komposition  der  betreifenden  Substitution  (50) 

mit  (81),  (nach  der  Eigenschaft  ̂ ^  =  r,  g  =  s  (mod.  1 -f  «),  die  den 

Koeffizienten  2^,  Q,  t',  s  der  Substitution  (50)  hier  zukommen  muß, 
vgl.  S.  196),  auch  im  gegenwärtigen  Falle,  wie  im  vorigen,  wieder  eine 
ganzzahlige  Substitution  von  einer  Determinante  +  1  oder  +  /,  welche 
die  Formen  |,  ?j  in  Ausdrücke  von  der  Gestalt  (78)  überführt.  Der 
Grenz  fall,  in  dem  (77)  mit  dem  Gleichheitsseiehen  erfiilU  ist,  ist  somit 

unter  den  gegenwärtigen  Umständen  nicJd  verschieden  von  dem  Grenz- 
falle, der  sich  unter  den  vorhin  betrachteten  Umständen  herausstellte. 
Indem  wir  nun  in  der  Ungleichung  (77)  die  Bedeutung  von  31 

ins  Auge  fassen  und  noch  die  Formel  (71)  berücksichtigen,  können 

wir  jetzt  die  erzielten  Resultate  endgültig  in  dem  folgenden  Satze  aus- 
sprechen: 

LXII.   Sind 
^  =  ax  -\-  ßy, 

1/  =  7^  +  ̂y 

zivei  lineare  Formen  in  zivei  kom])lexeri  Variabcln  x,  y  mit  beliebigen 
Ivmplexen  Koeffizienten  und  einer  von  Nidl  verschiedenen  Determinante 
A,  so  gibt  es  stets  ganze  Zahlen  x,  y  im  Körper  von  i,  die  nicht  beide 
verschwinden,  so  daß  für  dieselben 

=  i|/8-y3       '     ''^'=1/3-1/3 
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tvird.  Im  allgemeinen  lassen  sich  die  besagten  Zahlen  x,  y  sogar  der- 
art angehen,  daß  die  Beziehungen  hier  mit  dem  Ungleichheitsseichen  er- 

füllt sind;  eine  Ausnahme  hildet  nur  der  Fall,  ivo  ̂ ,  rj  so  beschaffen 
sind,  daß  eine  ganzzahlige  Suhstitution  von  einer  Determinante  £  =  ±  1 
oder  =  +  i  existiert,  icelche  diese  Formen  in  Formen 

V. 
V. |/2 

'.m 

1/3 

-1^      (x  +  (-,--j2)r), 

-^-|^A./«  ""'\(l-^i^x^-^) 
  1  _i_  ̂'  1/3 

überführt,  ivorin  j  =   2  ̂ ^^  "**^  ̂   irgend  eine  reelle  Ciröße  be- 
deutet 

§  8.    Bestimmung  der  zulässigen  Werte  von  E  im  Falle  von  K{j). 
Charakter  vierfacher  Jf- Körper. 

Wir  wollen  mm  für   den  Zahlkörper  der  dritten  Eiuheitswurzel 
  1  _i_  ̂ 1/3 

j  =   ^         analoge  Untersuchungen  durchführen,  wie  solche  in  den 

§§  4 — 7  für  den  Körper  von  /  angestellt  wurden. 
Wir  verwenden  dabei  wieder  die  in  den  §§  2,  o  gewählten  Be- 

zeichnungen, in  dem  dortigen  Sinne,  indem  wir  zugleich  unter  Gitter- 
punkten jetzt  Punkte  {x,  y)  verstehen,  für  welche  x  und  y  ganze 

Zahlen  im  Zahlkörper  von  j  sind,  —  und  knüpfen  unmittelbar  an  die 
folgende  in  §  3  Formel  (21)  für  den  Fall  ̂ =j  erschlossene  Tat- 

sache an:  stellt 

cp{x,y)<31  (82) 

einen  vierfachen  ilf- Körper  im  Gitter  der  x,  y  vor,  d.  h.  befinden 
sich  auf  der  Oberfläche  dieses  Jf- Körpers  solche  zwei  Gitterpunkte 

(P-  (i)}  {''y  ̂);  '"'obei  2JS  —  qr  =  E  =^  0,  also  nicht  gerade  ;>  =  sr,  q  =  ss 
ist,  unter  s  eine  der  sechs  Einheiten  +  1,  +j,  +ß  verstanden,  dann 
ist  dabei  sicherlich  £  ̂   <  8.  Wir  wollen  nun  im  folgenden  die  hier 
tatsächlich  möglichen  Werte  von  E  genau  ermitteln,  um  hernach  den 

Charakter  des  Bereiches  (S'2)  als  eines  71/- Körpers  in  einfacher  Weise 
formulieren  zu  können. 

Die  Zahlen  p,  q  sind  teilerfremd;  daher  können  wir  jedenfalls 

zwei  ganze  Zahlen  in  K{j),  etwa  p*,  q*,  derart  bestimmen,  daß 

jnj*  —  qj)*  =  1 

wird.  Wir  führen  alsdann  das  Gitter  der  x,  y  durch  die  Substi- 
tution 
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y^qX  +  rfY 
in  ein  Gitter  der  X,  Y  über;  die  X,  Y- Koordinaten  des  Gitterpunktes 
{p,  q)  werden  dann  1,0,  jene  des  Gitterpunktes  (r,  s)  mögen  R,  S  heißen, 

wobei  S  =  E  wird,  endlich  geht  die  Funktion  9(./,  i/)  in  eine  Funk- 

tion <D(X,  Y)  und  die  den  Bereich  des  J/-Köi*j3ers  definierende  Un- 
gleichung (ß2)  in  die  folgende  über: 

0{X,  Y)  <  31.  (83) 

Wir    können    dabei    statt    (;•,  .s)    überhaupt    irgend    einen    Punkt 
(sr,  £s)  unserer  Betrachtung  zugi'undelegen,  wobei  f  eine  beliebige  der k  i  n 

sechs  oben  aufgezählten  Einheiten,  =  e  •'  {k  =  i),  1,2,3,  4,  5),  be- 
deutet; es  tritt  alsdann  sS  an  Stelle  von  S  und  nun  denken  wir 

uns   E  unter    dessen    sechs   möglichen   Werten  speziell    so  festgesetzt, 

daß  die  komplexe  Größe  ̂ .S  dabei  einen  Arkus  ̂   —  und  <  . 
erhält.     Alsdann  wird  bei  dem  Ansatz 

worin  S^ ,  ̂2  reell  sind, 

S,>0,     -S,^S,<\  (84) 

sein  (vgl.  Fig.  82,  S.  232).  Xun  denken  wir  uns  an  Stelle  von  fr, 
£S,  eS  wiederum  bzw.  r,  s,  S  geschrieben  und  es  gelten  jetzt  für 

S  =  Sj^ -j- jS^  =  E  die  Bedingungen  (84).  Mit  Rücksicht  auf  diese 
letzteren  und  auf  die  Relation 

4i  £:  ,2  =  {2S,  -  S,y  -f  dS,'  =  3,S/-  +  {ß,  -  2S^f  (85) 
folgen  nunmehr  aus  der  Ungleichung 

4|£  2^32 für  E  die  Werte 

S,-^jS,==l,l-j,     2,2 -j,     d+j==2-f 
mit  den  Normen  bzw. 

1,     3,        4,      7,  7 

als  die  einzigen  Werte,  die  hier  für  E  in  Betracht  kommen  können, 
und  diese  sind  nun  einzeln  zu  untersuchen. 

Wir    ziehen    dabei    analog,    wie  in  §  4,    den   durch   die  Unglei- chung 
Y 

w{x,  Y)  =  ̂ x-  fr + s 

<1 

definierten   Körper  zur  Betrachtung  heran;    derselbe  ist,    wie   wir  in 
§  3  gesehen  haben,  im  Körper  (83)  vollständig  enthalten. 
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lu  den  Fällen  S  =  E  =  2  —  j,  2  —  }•  könnte  nnn,  da  B,  S  teiler- 
fremd sein  sollen,  Ii  nur  =+1,  +  j,  +ß  (mod.  *S)  ausfallen  und 

Hesse  sich  daher  X  als  ganze  Zahl  hier  stets  so  bestimmen,  daß 

._  ̂ i  _  1 

S  \~  S und  in  der  Folge 

also 

9  '> WiX   1)  =  — =  -^ 

W{X,  1)  <  1 

würde.  Darnach  würde  aber  der  betreifende  Gitterpunkt  (X,  1)  sich 
im  Inneren  des  Körpers  (83)  befinden,  was  ausgeschlossen  ist;  es 

kann  daher  hier  keiner  der  Fälle  E  =  2  —  j,  2  —  j'^  statthaben 
Im  Falle  S  =  E  =  2  muß  JR  =  1  oder  j  oder  j-  (mod.  2)  sein  und 

können  wir  hier  sonach  X  als  ganze  Zahl  so  bestimmen,  daß 

W{X,  1)  =  ̂   =  1 

wird.  Der  zugehörige  Gitterpunkt  (X,  1)  muß  hernach  dem  Körper 
(83)  angehören  und  also  notwendig  auf  dessen  Begrenzung  liegen. 

Entsprechen  diesem  Gitterpunkte  die  Werte  x  =  r*,  y  =  s*,  so  ist  für 
die  Punkte  {x,  y)  =  {p,  q),  (r*,  s*): 

E*  =  j).s*  —  (/r*  =  1 

und  können  wir  somit  von  dem  Falle  E  =  2  aus  stets  auf  den  Fall 
E  =  i   zurückkommen. 

Wir  brauchen  mithin  nur  noch  die  zwei  Annahmen  E  =  1  und 

E  =  1  —  j  weiter  zu  verfolgen. 
Es  sei  zunächst  E  ==  1.     Durch  die  Substitution 

y  =  qX^sY  ^     ̂ 

transformieren  wir  das  .r,  ?/-Gitter  in  ein  X,  F-Gitter,  wobei  die 

Punkte  {x,  y)  =  (p,  q),  (r,  s)  bzw.  in  die  Punkte  (X,  Y)  =  (1,  0),  (0,  1) 
übergehen.     Zugleich  schreiben  wir 

g>(x,y)  =  0iX,Y), 
nehmen  der  Einfachheit  halber  J/=  1  an  und  haben  sonach 

0(1,O)  =  1,     0(0,  1)=1.  (87) 
Soll  nun  der  Körper 

0{X,  Y)  <  1  (88) 

einen  Jf- Körper  vorstellen,  so  muß  für  ein  beliebiges,  von  (0,0)  ver- 
schiedenes ganzzaliliges  Wertepaar  (G,  H)  stets 
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0{G,  H)  ̂   1  (89) 
sein. 

Diese  unemUich  vielen  Bedingimgsungleichungett  (89)  sind  jedoch 
mit  BiicJisicht  auf  das  Bestehen  der  Gleichungen  (87)  bereits  eine  Folge 
der  naclistehenden  18  speziellen,  unter  (89)  enthaltenen  Ungleichungen: 

^(6,1)^1,  (90) 

a>(£(i  -  j),  1)  ̂   1,    ̂ 8, 1  -j)  ̂   1,  (91) 

(^  =  ±i,±j,+/). 
Um  dieses  zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  die  Gleichungen  (87)  und 

alle  Ungleichungen  (90),  (91)  seien  erfüllt,  es  gäbe  aber  trotzdem  ein 
von  0,  0  verschiedenes  Paar  teilerfremder  ganzer  Zahlen  G,  H,  wofür 

0{G,  IT)  <  1  (92) 

wäre.  Wir  denken  uns  dabei  etwa  \G\-^\H  -^  alsdann  muß,  da  (87), 

(90),  (91)  bereits  vorausgesetzt  werden,  jedenfalls  [fi"]  >  |1  —  jj  =  "|/3, 
mithin  \H\^'2  sein.  Wir  stellen  nun  für  0{X,  Y)  die  folgende  Un- 

gleichung her: 

^(X,  Y)  £0{X-^  Y,  O)  +  ̂ (^  Y,  Y) 
X-^Y ^(1,0)+    -^    a>(G,if); H 

daraus  folgt  wegen  (87)  und  (92),  ̂ "=^0  vorausgesetzt, 

^(x,  r)<|x--|-r|  +  ,^|.  (93) 

Ist  I  Äj  =  2,  so  müßte  ̂   entweder  =  „    oder  =  -  sein,  wo- 
rin e  irgend   eine   der  Einheiten  in  K(j)   bedeutet,   und  würde   dann 

aus   (^93)   entweder 

^(0,1)<    -IJ-f  l  =1, 
oder 

^is,l)<s-aL-J>:+l=i 
folgen,  beidemal  im  Widerspruch  mit  einer  der  Bedingungen  (87),  (90). 

Ist  dagegen  |  ^ff  |  >  2,  also  hier  auch  ̂   "|/7,   so  denken  wir  uns c 
eine  Einheit  s  derart  bestimmt,  daß  der  Punkt      ,,   in  der  komplexen 

Größenebene   einen  Arkus    >  — ^    und  <  -     erhalte:    es    hätte    dann 
—  6  "6  ' 

dieser  Punkt  von  mindestens  einem  der  zwei  Punkte  0  und  1  (0  und 

Ä)  einen  Abstand  <  —  (siehe  Fig.  81  auf  S.  231)  d.  h.  es  wäre  min- 

destens eine  der  Ungleichungen 
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G  \  ̂    1 

G  '         1 

VI 

erfüllt  und  sonach  würde  dann  mit  Rücksicht  auf  (93)  für  mindestens 

eines  der  Wertesysteme  (X,  l'^  =  (£,  1),  (0,  1)  die  Ungleichung 

o(x,  r)<4^  +  -'  <i 
|/3        "|/7 

gelten,  wiederum  im  Widerspruch  mit  einer  der  Beziehungen  (87), 
(90).  Hiermit  erweisen  sich  in  der  Tat  die  sämtlichen  Ungleichungen 
(89)  als  eine  Folge  der  Gleichungen  (87)  und  der  Ungleichungen 

(90),  (91\ 

Es  sei  zweitens  E  =  2)S  —  5>"  =  1  —j-  W"ir  bemei'ken  zuvörderst, 
daß  für  2^0.  ̂ ^^^  *'? -^  ̂i^i'  mod.  1  —  j  nur  die  Restensjsteme  +  1,0; 
0,  +  1;  +  1,  +  1  in  Betracht  kommen;  mit  Rücksicht  darauf  finden 
wir  leicht,  daß  wegen 

JOS  =  (jr>-  (med.  1  —  j) 

hier  notwendig  entweder 

p  =  r,     (/  =  s  (mod.  1  —  j) 
oder 

2)~  —  r,     q  =  —  s  (mod.  1  —  j) 

sein  muß.  Indem  wir  nun  gegebenenfalls  gleichzeitig  y  durch  —  ?/, 
Y  durch  —  Y  und  damit  j),  r,  q,  s  durch  jj,  —  r,  —  q,  s  ersetzen 
können,  dürfen  wir  ohne  wesentliche  Beschränkung  annehmen,  es  sei 

p=-  r,     q  =  -s  (mod.  1  -  j) .  (94) 
Die  Transformation 

^-i'^  +  ̂ ^-  (95) 

y-qX  +  sY,  '-     ' 
die  wir  alsdann  ausführen,  läßt  aus  jedem  Gitterpunkte  in  X,  Y  einen 

Gitterpunkt  in  x,  y  hervorgehen;  doch  sind  damit  diesesmal  noch  nicht 

sämtliche  Gitterpunkte  in  x,  y  erschöpft:  die  letzteren  erhalten  näm- 
lich wegen 

^       sx  —  ry       y       —qx^py 

X,  F-Koordinaten  von  der  folgenden  Gestalt: 

X-j^,     y=Y^-,  (96) 

worin   U,  V  ganze  Zahlen  sind,  welche,  da  wegen  (94) 

sx  —  ry  ̂   —  qx  -{-  py  (mod.  1  —  j) 

ist,  entweder  beide  =  0  oder  beide  =  1  oder  beide  =  —  1  (mod.  1  —  j) 
sind.     Umgekehrt    entspricht   jedem    Wertepaar    (96)    der  X,  Y  von 
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dem  hier  beschriebenen  Charakter  in  der  Tat  ein  ganzzahliges  Werte- 
paar der  x,  y.  und  zwar 

_  iiU-\-rr         _  qU-{-sV 
^-   i_j  >  y-   i-j  ' 

indem  wegen  (94) 

2)U-hrV^0  (mod.  1  -  j), 

qU+  sF=0(mod.  1  -j) 

wird.  Um  also  das  vollständige  Gitter  in  x,  y  zu  erhalten,  haben  wir 
zu  dem  jetzt  konstruierten  Gitter  in  X,  Y  noch  alle  diejenigen  Punkte 

(X,  Y)  hinzuzufügen,  bei  denen 

^  =  G  +  ̂ -J 
oder 

X=G-  -^. Y  = 

=  H+, 

1 

Y- 

^  H- 

1 

ist,  unter  G,  H  beliebige  ganze  Zahlen  verstanden. 
Wir  setzen  nun  wieder 

(p{x,y)  =  0{X,  Y), 

denken  uns  il/=  1,  und  haben  zunächst,  indem  die  Punkte  {x,  y)  =  (p,  q), 

{r,s)  vermöge  (95)  in  die  Punkte  {X,  Z)  =  (1,0),  (0,1)  bzw.  über- 
gehen, 

0(1,0)  =  1,     0(0,  1)  =  1.  (97) 
Damit 

0{X,  Y)  £  1 

einen  Jf- Körper  vorstelle,  muß  neben  (97)  weiter  noch  für  jedes  von 
(0,0)  verschiedene  ganzzahlige  Wertepaar  ((r,  IT) 

^{G,  H)  >  1  (98) 

gelten  und  überdies  für  jedes  beliebige  ganzzahlige  Wertepaar  ((r,  H) 

o(g±~^.,     if±-i.)^l  (99) 
sein,  wobei  die  Vorzeichen  +  stets  an  beiden  Stelleu  in  gleichem 
Sinne  zu  nehmen  sind. 

Der  Inhalt  der  unendlich  vielen  Ungleichungen  (98),  (99)  ̂ vird 
nun  mit  liüeJcsicht  auf  das  Bestehen  der  zicei  Gleichungen  (97)  bereits 

durch  die  folgenden  12  besonderen,  unter  (98),  .(99)  enthaltenen  Un- 
gleichungen erschöpft : 

0(-  e,  1)  ̂   1,       0(ö,  1)  ̂   |/3,  (100) 

'^i-  ö,  2)  ̂   |/3,  0(-  26,  1)  ̂  "|/3,  (101) 
worin  d  jeden  der  drei  Werte  l,j,f  zu  bezeichnen  hat. 
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lu  der  Tat:   zunächst  haben  wir,   mit  Rücksicht  auf  die  Regeln 
(12)  und  (14), 

0(Ö(l-;-),l)+  <P(0, -j)^0(Ö(l-;),l-j)==  1/30(0,1),  _ 
0{-da  -j),  1)  +  0(0,  -/)  >  o(-  ea  -j),-jHi  -j))  =  ys  oißj,  1), 
0(Ö,  1  -j)  +  O(-öi,0)^  0(Ö(1  -i),  1  _j)  =  ]/30(ö,  1), 

0(-  Ö.  1  -  j)  +  0(Ö/,  0)  >  0(Ö/(1  -j),  1  -j)  =  yS  0(ö/,  1); 
hierin   sind   die  rechten  Seiten   wegen  (100)  jedesmal  ̂   3  und  folgt 
daher  hieraus  unter  Benutzung  von  (97),  für  alle  sechs  Einheiten 
6  =  ±6: 

0(a(l-j),l)^2,     0(£,  l-i)^2;  (102) 

zudem  ist  nach  (100)  immer 

0{s,l)^\-  (103) 

die  Ungleichungen  (102),  (103)  haben  aber  nach  den  im  FaUe  E  =1 
gemachten  Ausführungen  bereits  die  Gesamtheit  der  Ungleichungen 
(98)  zur  Folge. 

Was  weiter  die  Ungleichungen  (99)  betrifft,  die  wir, 

{l-j)G±\  =  U,    (l-j)Ä±l  =  F 

gesetzt,  in  der  Form 

0(C7,  F)^]/3 

schreiben  wollen,  worin  also  TJ,  V  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  ent- 
weder beide  =  1  oder  beide  =  —  1  (mod.  1  —  j)  und  sonst  beliebig 

sind,  —  so  sind  diejenigen  unter  diesen  Ungleichungen,  worin  U,  V 
beide  absolut  ̂   2  und  teilerfrerad  sind,  selbst  in  (100),  (101)  auf- 

geführt. Wenn  wir  also  jetzt  annehmen,  daß  trotz  des  Bestehens  aller 
Ungleichungen  (100),  (101)  ein  Paar  von  ganzen  Zahlen  U,  V,  die 

wii-  als  teilei-fi'emd  und  etwa  mit  \U\^\V  uns  denken  können, 
derart  existiert,  daß 

U  =  V=±1  (mod.  1  -j) 
und  zugleich 

0{ü,V)<y3  (104) 

ist,  so  müßte  dabei  jedenfalls  V\^  Yl  sein.  Wir  setzen  nun  wieder- 
um die  Ungleichung 

U 

o(x,r)^|X-^r,  0(1,0)  +  ̂   o{u,v) 
Y 

V 

an  und  hieraus  würde   für  die  in  Rede  stehenden  Werte   U,  V,  nach 

(97)  und  der  Annahme  (104),   Y  =^  0  vorausgesetzt, 
Y 
V 

Minkowski,  diophant.  Approximationen.  15 
o(x,r)<!x--^rl  + 1/3  (105) 
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folgen.     Nun  können  wir  eine  Einheit  6=  l,j,j-  so  bestimmen,  daß 

^jzr  als  komplexe  Größe  einen  Arkus  ̂     und  <        erhält,    wobei 

alsdann  der  dieser  Zahl  in  der  komplexen  Größenebene  entsprechende 
Punkt  offenbar  von  dem  Punkte  1  einen  Abstand  ^  1  hat  (vgl. 
Fig.  78  auf  S.  228);  es  ist  dann  also  für  dieses  0 

1-   ̂     <1 

dv   = und  in  der  Folge  würde  aus  (105)  weiter  die  Ungleichung 

0(ö,l)<l+p<]/3 
hervorgehen.  Diese  letztere  steht  aber  im  Widerspruch  mit  einer  der 
Ungleichungen  (100)  und  hiermit  stellt  sich  die  Annahme  (104)  als 
unzulässig  heraus,  wodurch  zugleich  die  auf  S.  224  ausgesprochene 
Behauptung  vollends  bewiesen  erscheint. 

§  9.    Satz  über  zwei  binäre  lineare  Formen  mit  komplexen  Variabein für  K(J). 

Es  seien  zwei  lineare  Formen  in   den   komplexen  Variabein  x,  y 
vorgelegt, 

i,  =  ax  -\-  ßy, 

T  /  (106) 

wobei  die  Koeffizienten  «,  /3,  y,  Ö  beliebige  komplexe  Größen  seien 

und  die  Determinante  A  =  ad  —  ßy  nicht  verschwinde.  Wir  werden 
wiederum  die  Werte  der  Variabein  x,  y  auf  ganze  Zahlen  des  Zahl- 

körpers von  j  beschränken  und  setzen  deshalb 

an,  wobei  x^,  x^,  y^,  y^  reelle  Größen  bedeuten;  entsprechend  setzen  wir 
zugleich 

an,  worin  |j,  |^,  tj^,  rj^  reell  sind. 
Betrachten  wir  in  der  Mannigfaltigkeit  der  x^,  x^,  y^,  y^  den  Körper 

lll^l,     l^l^l,  llOT) 
so  ist  das  Volumen  desselben 

wobei  das  vierfache  Integral  auf  den  Bereich 
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zu  erstrecken,  also  =4jf"  ist.  Die  Funktionaldeterminante  *;  ii^_l^li^ 

berechnet  sich  hier  in  ganz  analoger  Weise,  wie  dies  im  Falle  des  Zahl- 

körpers von  i  (S.  201)  geschehen  ist,  zu  t^t«-     Es  v^ird  sonach 

4jr" 

J 3   A 

Mit  Rücksicht  darauf  liefert  uns  hier  die  Formel  (7),  wenn  wir 

gleichzeitig  den  Zusatz  am  Schlüsse  des  §  1  beachten,  für  den  Para- 
meter M  des  zu  (107)  gehörigen  ilf- Körpers  die  folgende  Ungleichung: 

i, — 
jf<^yjÄ|  (108) 

und  hiermit  gewinnen  wir  den  folgenden  Satz: 
LXIII.  Zu  zwei  linearen  Formen  |,  ̂  in  zwei  Variabein  x,  y  mit 

beliehigen  komplexen  Koeffizienten  und  nicht  verschivindender  Deter- 
minante A   lassen   sich   stets  für   x,  y  ganze  Zahlen    im  Körper   von 

.  _  —  1  -|-  i  1/3 J  2 
dieselben 

die  nicht  beide  verschwinden,   derart  angeben,  daß  für 

yit  [/tc 
tvird. 

§  10.    Genaue  Bestimmung  des  Minimums  von  zwei  binären  linearen 
Formen  im  Falle  von  K{j). 

Um    die    präzise    obere   Grenze  für    den  zu   zwei   Formen  ( 106) 

zugehörigen  Quotienten  -^-r-  zu  finden,  also  eine  solche  obere  Grenze, ^  '^  yA 

welche  von  ■-.  —  womöglich  bei  gewissen  Verhältnissen  a:  ß:y:Ö  wirk- 

lich eiTeicht  wird,  kömien  wir,  wie  in  §  6,  ili  =  1  annehmen,  —  dem- 
gemäß unser  Augenmerk  auf  diejenigen  Koeffizientensysteme  a,  ß,  y,  ö 

richten,  bei  denen  der  Körper 

^1^1,     h?^l  (109) 

ein  J/-Körper  ist,  —  und  nun  nach  dem  Minimum  des  Betrages  von 

A  =  ad  —  ßy  bei  allen  so  eingeschränkten  Koeffizientensystemen  fi-ageu. 
Dieses  Minimum  kann,  wie  ähnlich  in  §  6  (S.  203)  ausgeführt  ist, 

nur  unter  den  Umständen  sich  ereignen,  daß  der  3/- Körper  (109)  so- 
wohl Gitterpunkte  enthält,  bei  denen 

l!  =  l,      \ri    <l 
ist,  als  auch  solche,  bei  denen 

15* 
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ist.  Es  sei  aLso  (2>,  q)  ein  Gitterpuukt  der  ersteren,  (r,  s)  ein  Gitter- 
punkt der  letzteren  Art  auf  der  Begrenzung  des  Körpers  (109).  Wir 

wenden  auf  5,  t]  die  Transformation 

X  =  pX  -\-  r  Y, 

an  und  dadurch  mögen  diese  Formen  bzw.  in 

Ä=A(X  +  (,1'), 

übergehen;  hierin  ist  dann 

1A|  =  1,     !,u|  =  l,     \q'<1,     \a\<L  (112) 

Nach  den  Ausführungen  in  §  8  dürfen  wir  dabei  |?s  —  qr  =  1  oder 
=  1  —j  annehmen;  eine  Bemerkung  in  §  6,  die  dort  an  die  mit 
(112)  gleichlautenden  Ungleichungen  (53)  anknüpfte,  kann  hier  genau 
wiederholt  werden  und  es  ist  danach  hier  von  vornherein  ausye- 

schlössen,   daß  j^s  —  qr  mit  2  assoziiert  wäre. 

Es  stellt  sich  nunmehr  ferner  heraus,  daß  der  Fall  j^s  —  qr=  1  — /" 
hei  ihr  (jegemvärtigen  Aufgabe  iiherJiaiq)t  nicht  in  Frage  lommt.  Machen 

wir  nämlich  die  Annahme  ps  —  qr  =  1  —  j  und  setzen  zudem  noch, 
was  keine  eigentliche  Beschränkung  ist  (vgl.  S.  223), 

p  ̂   —  r,     q^  —  s  (mod.  1  —  j) 

voraus,  dann  müssen,  damit  (109),  oder  was  dasselbe  ist, 

max(|X  +  ()r  ,     |(?X+  D^l 

einen  Jf- Körper  vorstelle,  zufolge  (100)  insbesondere  auch  die  drei 
Ungleichungen 

max(ö4-(,,     \6+l)^V?>     (Ö=l,i,r)  (113) 
erfüllt  sein.     Indem  wir  noch   eventuell 

jj3-           .... .•■■-<».:l/''  Y   durch    j  Y  oder   j-  Y    ersetzen    und 
..•••■■'  \  auch  überdies  in  allen  vorliegenden  Be- 

ziehungen (auch  im  Werte  von  ps  —  qr) 
\        i  mit  —  /  vertauschen  können,  ohne  daß 

1/  i?  \  j    dadurch  die  hier  wesentlichen  Umstände 

eine  Änderung  erfahren,  dürfen  wir  q 

in  der  komplexen  Größenebene  von  vorn- 
herein auf  den  Sektor  AOC  (das  letzte 

Sechstel)    des    Einheitskreises    (Fig.  78) 

j'^'    ...■■■■■"c'^  verweisen,   wobei    der    Bogen   CA   vom 
Fig.  78.  Bereiche    des    q    wegen     (112)     auszu- 
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schließen  ist.  Nun  lassen  sich  die  drei  Bedingungsungleichungen  (113) 
folgendermaßen  aussprechen:   so   oft  für  ö=l,j,  j-  die  Ungleichung 

statthat,  d.  h.  q  innerhalb  des  Kreises  um  —  0  vom  Radius  l/S  sich 
befindet,  muß  jedesmal  gleichzeitig 

sein,  d.  h.  6  außerhalb  oder  auf  der  Peripherie  des  Kreises  um  —  -^ ö 

vom  Radius  ]/3  liegen.  Nun  befindet  sich  q,  so  lange  es  sich  in 
dem  ihm  zugewiesenen  Bereiche  ÄOC  bewegt,  stets  im  Inneren  des 

Kreises  um  —j  vom  Radius  ]/3,  wie  des  Kreises  um  — j~  vom 

Radius  ]/3',  also  dürfte  <5  insbesondere  weder  im  Inneren  des  Kreises 

um  — ß  vom  Radius  yS,  noch  im  Inneren  des  Kreises  um  —j  vom 

Radius  ]/3  liegen;  da  aber  andererseits  6  nach  (112)  auf  das  Innere 
des  Einheitskreises  verwiesen  ist  und  der  Einheitskreis  von  den  so- 

eben genannten  zwei  Kreisen  vollständig  überdeckt  wird,  so  wäre  für 
6  danach  im  vorliegenden  Falle  überhaupt  kein  Wert  zulässig.  Die 

Beziehung  ps  —  qr  =  1  —  j  kann  folglich  unter  den  gegenwärtig 
postulierten  Umständen  gar  nicht  eintreten. 

Wir  dürfen  nunmehr  ps  —  gr  =  1  voraussetzen.  Indem  wir  dies- 
mal die  Formeln  (90),  (91)  und  den  Text  hierzu  heranziehen,  stehen 

wir  jetzt  vor  der  Aufgabe,  |  A  |  =  |  1  —  ()(?  |  derai-t  zu  einem  Minimum 
zu  machen,  daß  gleichzeitig  die  18  Bedingungsungleichungen 

max(;X-fpr|,     \aX-\-Y\)'^l  (114) für 

X,r=6,  1;  5(1-J),  1;  8,1  ̂ j  {s  =  ±l,±j,±f) 
erfüllt    sind.     Da    wir    dabei    q,  6    durch   ein   beliebiges   anderes    der 

Größenpaare  eg,        und  ferner  i  durch  —  i  uns  ersetzt  denken  können, 

so  können  wir  infolgedessen  q  mit  einem 

Arkus    >  — ^   und  <  0  annehmen,  also 
—        6  —  ' 

Q  auf  den  Sektor  ÄOB  (das  letzte 

Zwölftel)  des  Einheitskreises,  mit  Aus- 
schluß des  Bogens^^,  verweisen  (Fig.  79).    -yj 

Vom  Werte  q  =  0,  wofür  alle 
Ungleichungen  (114)  erfüllt  sind  und 

1  —  pö  =  1  ist,  mag  vorderhand  abge- 
sehen werden. 

Die  Bedingungen  (114)  besagen 
nun:     so    oft    eine    der    Ungleichungen  Fig.  79. 
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\e  +  Q  <i,    |£(i-j)  +  ()'<i,    :£  +  p(i-j)!<i 
statthat,    soll  jedesmal  gleichzeitig,   mit  dem  nämlichen  Werte  des  s, 
bzw.  die  Ungleichung 

8a-\-l\>l,     |£(l-i)ö+l    ^1,     \sai-l-j>\ 

erfüllt  sein,   —   mit  anderen  Worten:    so  oft  q  im  Inneren  eines  der 

Kreise  um  —  «  vom  Radius  1,  um  —s[l  —j)  vom  Radius  1,  um   ^  ̂  

vom  Radius  — ^  zu  liegen   kommt,  soll   zu   gleicher  Zeit  6  außerhalb 

oder  auf  der  Peripherie   des   bzw.  entsprechenden   unter  den  Kreisen 

um  —  —   vom    Radius  1,  um   ^r--   vom   Radius   — =,  um   

vom  Radius  1  liegen. 

°j\/'^  Was  zunächst  die  sechs 
Kreise  um  die  Punkte  —  s 

vom  Radius  1  betrifi't 
(Fig.  79),    so   haben   die- 

OJ.J 

^t-   73:;::::^ 
1 

i 

1 

;   \ 
\ 

3 

\ 
rss^ 

Ji   "W 

  ^-^ 
/^ 

ojJz  Jen  igen  um  j,  -  1 ,  /  über- haupt keinen  inneren  Punkt 
mit  dem  Bereiche  OÄB 

der  Größe  q  gemein  und 

geben  daher  hier  zu  kei- 
ner Beschränkung  des  6 

Anlaß.  Die  Kreise  um  1 

und  um  ^j  vom  Radius 
1  schließen  den  Bereich 

°j-y  des  Q  (von  ()  =  0  eben 
abgesehen)  vollständig  in 
sich  ein,  folglich  darf  hier 

<j  jedenfalls  nicht  im  In- 
oy£^  neren  der  Kreise  um  1  und 

Fig  80.  um   —  j'^    vom    Radius   1 
liegen  und  ist  demnach  nur 

auf  die  Partie  OKLMNO  des  Einheitskreises,  mit  Ausschluß  des 

Bogens  KLMN,  verwiesen.  Der  Kreis  um  -  j-  vom  Radius  1  end- 
lich teilt  den  Bereich  des  q  in  zwei  Partien,  von  denen  wir  die  obere 

OAO  kurz  mit  I,  die  untere  OBAO  kurz  mit  II  bezeichnen  wollen, 
wobei  wir  den  Bogen  OA  der  Partie  II  zuzuzählen  haben.  Befindet 
sich  alsdann  q  im  Bereiche  I,  so  darf  6  nicht  im  Inneren  des  Kreises 
um  —j  vom  Radius  1  liegen,  wird  also  bloß  auf  das  Kreisdreieck 
31  OK,  mit  Ausschluß  des  Bogens  K3I,  verwiesen;  liegt  dagegen  q 
im  Bereiche  II,  so  bleibt  für  6  der  voUe  vorhin  angetroffene  Bereich 
OKLMNO  in  Geltung. 
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Von  den  weiteren  sechs  Kreisen  für  q,  d.  i.  um  die  Punkte 

—  6(1  —  j)  mit  Radien  1  (Fig.  80),  trifft  bloß  ein  einziger,  der  Kreis  um 
1  —j,  den  Sektor  AOB\,  bei  einer  gewissen  Lage  von  q  dürfte  also 

ö  nicht  im   Inneren   des   Kreises   um       „        vom   Radius      ̂     lieo-en- 

letzteres  ist  aber  bereits  von  selbst  ausgeschlossen,  sowie  6  im  Be- 
reiche OKLMNO  bleibt. 

Von  den  sechs  Kreisen  um  die  Punkte  ~  ̂     ~'^  ''  mit  Radien  -^ 

endlich  (Fig.  81)  haben  nur  diejenigen  für  a  =  —f,j,  —  1,  d.h.  die  Kreise 
."2   j       l  — j       i  —  ji 

um  —Y~}  ~3~f  — 3 — '  iiuiei'e  Punkte  mit  dem  Sektor  ÄOB  gemein; 
der  Bereich  0KL3IN0  des  6 

aber   tritt    von    selbst   nirgends  ^/z/' 
in    das  Innere  der  zugehörigen 

unter  den  Kreisen  um  — ^^   —, f 

also  der  Kreise  um  j  — j'^,  1  — ß,  j\.        jg 

1  — j   von   Radien   1,    und    da-  /r^'-''-'   ,,•.■•••• ''t;"-..  1-/* 
her   entspringt   hierdurch   eben-  f^    \  \          i^       \;    \ 

falls      keine      neue     Bedinguncr  /        \/:i.      ;  \          ;\      '\ 

für  6.  _J,.--       '.S:U^"'..p^\'\ 
Um  jetzt  die  untere  Grenze  7/f..             ...-'••"^^^Sv          .J^ui 

von  \1  —  q6    zu  ermittelo,  den-  '\  "•   /^■■''  ;  Vi  ̂^^^««>*^ 
ken  wir  uns  zunächst  den  Wert  \       /  y     \  r^  .  -j-  vV/ 

Q  in  einem  Punkte  des  Sektors  ^-^  \          .'■  j  \     /•   .••' 

A  0.B  festgehalten,  wobei  wir  den  J^^"'          '"■^Äz/                 oy-V 
Wert  9  =  0,   wie  schon  gesagt,  "^ 

vorderhand  ausschließen  wollen,  ^'^  ̂^• 
und   haben   dann   die  Lage  von 

6  in  dem  dieser  Größe  jeweils  zukommenden  Bereiche  so  zu  bestimmen, 

daß  der  Abstand   6    der  Punkte  1/p  und  6  möglichst  klein  wird. 

Aus  den  Bereichen  I,  II  für  q  ergeben  sich  durch  Inversion  die  entspre- 
chenden Bereiche  für  1!q  (Fig.  82);  der  Radius  AO  geht  dabei  in 

seine  Fortsetzung;  von  A  nach   oo  über,   der  Strahl    OB  von  0  nach 
;  71  i  n 

e  ''  geht  in  den  Strahl  B'^B'  von  oo  nach  e  '^  über  und  der  Kreis- 
bogen AO,  welcher  in  0  den  Radius  OB  berührt,  verwandelt  sich 

in  den  zu  B'B'.j,  parallelen  Strahl  AH.^.  Sonach  transformieren  sich 

die  Bereiche  I,  II  für  q  bzw.  in  die  von  H^AA^,  Bf^B' AH^ 
begrenzten  Bereiche  für  XJQ ,  die  wir  bzw.  mit  1*,  II*  bezeichnen 

wollen;  dabei  sind  die  Punkte  des  Bogens  AB'  von  diesen  letzteren 
Bereichen   auszuschließen  und  die  Punkte  auf  dem  Strahl  AH^   nur 
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dem  Bereiche  II*  zuzuzählen.*)  Mit  Hilfe  analoger  Überlegungen, 
wie  wir  solche  für  den  Fall  des  Zahlkörpers  von  /  im  §  6  angestellt 

haben,  erkennen  wir  nun  aus  Fig.  82,  daß  wenn  1/q  irgendwo  in  I*  oder 
II*  festgehalten  wird,  bei  der  hier  zulässigen  Variation  von  6  für  ein 

Minimum  bzw.  für   eine  untere   Grenze   von  \1  —  q6    =  \q   6\ 

erforderlich  ist,  daß  zunächst  6  auf  einen  der  Bogen   OK,  OM,  ON 
rücke,  und  weiterhin  auf 
0  falle,  bzw.  nach  einem 

der  Bogen  -  Endpunkte 
Ä,  M,  N  hinrücke.  Der 
Punkt  M  fäUt  aber  da- 

bei außer  Betracht,  weil 

der  Radius  JIK  den  Be- 

reich für  1q  auf  der- 
selben Seite  wie  den  Bo- 

gen 310  läßt;  ferner 
steht  K  von  einem  be- 

liebigen Punkte  in  I* 
Fig.  82.  oder  II*  immer  weiter  als 

0  ab  und  endlich  steht 

N  von  einem  beliebigen  Punkte  in  II*  (der  Bereich  I*  für  1  q  kommt 
bei  der  Annäherung  von  6  an  N  nicht  in  Betracht)  niemals  weniger  als 

0  ab.     Somit  ist   6    für  alle  hier  in  Frage  kommenden  ö  größer, 

als  für  0  =  0.  Darnach  besitzt  also  |  1  —  q6  den  Wert  1  als  Mini- 
mum und  tritt  dieser  Wert  nur  ein,  wenn  6  =  0  ist,  oder  aber,  da  q 

und  6  hier  gleichberechtigt  sind,  wenn  <?  =  0  oder  p  =  0  ist,  welch 

letzterer,  vorhin  ausgeschlossener  Wert  des  q  hiermit  ebenfalls  zui* 
Geltung  kommt. 

"-^^ 

§11.  Endgültige  Formulierung  des  Satzes  über  zwei  binäre  lineare 
Formen  für  K(j). 

Indem  wir  nun  zu  dem  in  §  10  aufgeworfenen  Problem  in  dessen 
ursprünglicher  Formulierung  zurückkehren,  sehen  wir,  daß  wenn 
A  wie  vorhin  die  (nicht  verschwindende)  Determinante  der  Formen 
I,  t;  in  (106)  bedeutet,  für  den  Parameter  M  des  zum  Körper 

gehörigen  Jf- Körpers  stets 

*)  Die  Schraffierung  neben  dem  Strahle  A  H^  sollte  in  der  Figur  nach  der 
Seite  von  I*  hin  angebracht  sein. 
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M  1         ̂ j 

gilt,  wobei  das  Gleichheitszeichen  rechts  dann  und  nur  dann  eintritt, 

wenn  p  =  0  oder  6  =  0  oder  beides  der  Fall  ist,  d.  h.  der  Bedeutung 
von  Q,  6  gemäß  (vgl.  S.  228),  wenn  eine  ganzzahlige .  Substitution 
(110)  von  der  Determinante  1  existiert,  welche  |  in  einen  Ausdruck 

I^S  e""X  oder  i]  in  einen  Ausdruck  |  "|/Ä  |e""  Y  mit  irgend  welchem 
reellen  co  überführt.  Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  M  ge- 

winnen wir  nunmehr  hieraus  den  folgenden  Satz,  durch  welchen  das 
Ergebnis  des  §  9  wesentlich  vertieft  wird: 

LXIV.    Sind i  =  ax  ̂   ßy, 

n  =  r^^  +  ̂ y 

zwei  limare  Formen  in  zivei  komplexen  Variahein  x,  y  mit  beliebigen  kom- 
plexen Koeffizienten  a,  /3,  y,  Ö  und  nicht  verscJiivindender  Determinante 

A  =  uö  —  ßy,    so  gibt  es  im  Körper  von  j  =   ^~^-    stets   ganze 

Zahlen  x,  y,  die  nicht  beide  verschwinden  und  für  ivelche 

tvird.  Es  lassen  sich  im  allgemeinen  sogar  ganze  Zahlen  x,  y  in  diesem 
Körper  finden,  die  nicht  beide  verschwinden  und 

^;<|]/A,   \v\<\V^\ 
hervorbringen;  eine  Ausnahme  bilden  nur  die  Fälle,  ivo  ivenigstens 

eine  der  Formen  l,  r^  von  der  Gestalt  ̂ ^Y A\e'"'(— qx -\- py)  ist  und 
darin  p,  q  ganze  teilerfremde  Zahlen  im  Körper  von  j  sind  und  co 
irgend  eine  reelle  Größe  ist. 

Es  fällt  hier  die  merkwürdige  Tatsache  auf,  daß  dieser  Satz  und 
der  darin  ausgesprochene  Grenzfall  einen  wesentlich  anderen  Charakter 
tragen,  als  der  ihnen  in  der  Theorie  des  Körpers  von  i  entsprechende 
Satz  und  Grenzfall,  die  in  §  7  formuliert  worden  sind. 

Von  den  Sätzen  LXII  und  LXIV  aus  gelangen  wir  durch  die 

Spezialisierung  y  =  0  zu  Aufschlüssen,  betreffend  die  Annäherung 

an  eine  beliebige  komplexe  Größe  —  ß/a  durch  Quotienten  x  y  von 
ganzen  im  Körper  von  i  bzw.  im  Körper  von  j  gelegenen  Zahlen; 

wir  erhalten  dadurch  Theoreme,  die  dem  Theoreme  I  über  die  An- 
näherung an  eine  reelle  Größe  durch  rationale  Zahlen  an  die  Seite 

zu  stellen  sind. 
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Wir  sind  damit  am  Schlüsse  der  Vorlesung  angelangt;  werfen 
wir  noch  einen  kurzen  Rückblick  auf  das   von  uns  hier  Erreichte. 

Als  Ausgangspunkt  nahmen  wir  in  Kap.  I  ein  elementares  Ordnungs- 

prinzip; durch  dasselbe  wurden  wir  bereits,  allerdings  etwas  umständ- 
lich, zu  der  Wahrnehmung  geführt,  daß  in  bezug  auf  die  Werte 

linearer  Ausdrücke  bei  ganzzahligen  Veränderlichen  gewisse  allgemeine 

Schranken  sich  aufstellen  lassen.  Gerade  die  verhältnismäßige  Weit- 
läufigkeit der  anfangs  erforderlichen  Hilfsbetrachtungeu  war  danach 

ano'etan,  die  Einfachheit  der  später  zu  befolgenden  geometrischen 
Methoden  ins  rechte  Licht  zu  setzen. 

Nunmehr  entwarfen  wir  das  geometrische  Bild  des  Zahlengitters. 
Uns  erwuchs  als  eine  Hauptaufgabe,  die  Verteilung  dieses  Gitters  im 
Räume  schärfer  zu  erfassen.  Dazu  bedienten  wir  uns  des  Hilfsmittels, 

daß  wir  Körper  konstruierten,  die  den  einzelnen  Gitterpunkten  zu- 
o-eordnet  waren  und  den  Raum  nirgends  mehrfach  überdeckten.  Be- 
trachtungen  dieser  Art  sind  übrigens,  wie  ich  nicht  unterlassen  möchte 
zu  erwähnen,  auch  für  die  physikalischen  Theorien  über  die  Struktur 
der  Kristalle  von  Wert. 

Wir  variierten  die  Form  der  Körper  in  mannigfacher  Weise  und 

o-elangten  dadurch  zu  einer  Fülle  von  speziellen  Theoremen.  Als 

deren  gemeinsamen  Charakter  können  wir  es  —  in  ungefähren  Um- 
rissen —  hinstellen,  daß  sie  angenäherte  Auflösungen  von  Gleichungen 

darbieten,  wobei  die  eingehenden  Konstanten  irgend  welche  Größen 
sein  können,  die  Unbekannten  aber  ganzzahlig  werden  sollen.  Ich 

möchte  hiernach  die  ganze  Klasse  der  von  uns  gewonnenen  Unglei- 
chungen mit  dem  Namen  Diophantische  Approximationen  belegen,  wie 

man  ja  Gleichungen  mit  zu  bestimmenden  ganzen  oder  rationalen 
Werten  für  die  Unbekannten  nach  Diophant  zu  benennen  pflegt. 

Wir  wandten  uns  weiter  dem  allgemeinen  Begriffe  der  alge- 
braischen ganzen  Zahl  zu.  Wir  erkannten  das  Zahlengitter  als  ein 

die  Auffassung  äußerst  erleichterndes  Bild  der  Gesamtheit  der  ganzen 

Zahlen  in  einem  algebraischen  Zahlkörper  und  wir  betraten  damit 

das  wichtigste  Anwendungsgebiet  der  diophantischen  Approxima- tionen. 

Mittels  gewisser  solcher  Approximationen  gelangen  uns  anschau- 
liche Beweise  für  die  Existenz  der  Einheiten,  für  die  Endlichkeit  der 

Anzahl  der  Idealklassen  in  einem  algebraischen  Zahlkr)rper.  Es  war 
nun  ein  Leichtes,  zu  dem  fundamentalen  Satze  von  der  eindeutigen 
Zerlegbarkeit  der  Ideale  in  Prira ideale  vorzudringen. 

Alle  Theoreme  hier  wiesen  einen  Ursprung  auf,  wir  schöpften  sie 

aus  einer  gemeinsamen,  sehr  durchsichtigen  Quelle,  die  ich  als  das 

Prinzip  der  zentrierten  lionvexen  Körper  im  Zahlengitter  bezeichnen 
möchte. 
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Nun  siud  wir  in  der  Tat  eine  Strecke  Wegs  in  das  Reich  der 
heutigen  Zahlentheorie  eingedrungen.  Wir  können  daran  denken, 
uns  auf  diesem  Boden  7A\  akklimatisieren.  Zunächst  würde  der  Auf- 

bau der  Ideale  aus  Primidealen  tiefer  zu  erforschen  sein.  Der  Zu- 

sammenhang der  Einheiten  und  die  Einteilung  der  Ideale  in  Klassen 
sind  die  wertvollsten  Geräte  für  diese  weitere  Arbeit,  in  deren  Ver- 

folg sich  wunderbare  Zusammenhänge  zwischen  der  Zahlentheorie  und 

der  Theorie  der  Funktionen  ofi'enbareu. 



Berichtigungen. 

Seite  19,  Zeile  20  ist  vor  „Wertesystemen"  einzuschalten  „von  (0,  0,  0)  ver- 
schiedeneu". 

Seite     52,  Zeile  22  ist  „als  Mittelpunkt"  zu  streichen. 
Seite  55,  Zeile  12  v.  u.  ist  „hat  .  .  .  nur  dann  statt"  durch  „ist  .  .  .  noch  ent- 

behrlich außer"  zu  ersetzen. 
Seite  58  ist  von  Zeile  4  die  Bemerkung  „(1<^^)<^2"  nach  Zeile  3  darüber  zu 

räcken. 

Seite     89,  Zeile  2  lies  „als  Eckpunkt  enthält"  statt  „zum  Mittelpunkt  hat". 

Seite  154,  Zeile  10  v.  u.  lies  „2  —  )/— 6"  statt  „—  "j/— 6". 
Seite  171,  Zeile  12  lies  „c"  statt  „a". 
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Unterricht  an  den  neunklassigen  höheren  Lehranstalten  (1905),  —  des  Aufsatzes 
über  Probleme  des  mathematisch -physikalischen  Hochschulunterrichts  (1905). 

Als  Mitglied  der  von  der  Gesellschaft  deutscher  Naturforscher  und  Ärzte  im 
Herbst  1904  eingesetzten  Unterrichtskommission  hatte  der  Verfasser  besonderen  Anlaß, 
Vorlesungen  zu  versuchen,  die  dem  allseits  anerkannten  Bedürfnis  einer  geeigneten 
Vermittlung  zwischen  dem  Hochschulstudium  der  mathematischen  Lehramtskandi- 

daten und  ihrer  späteren  Lehrtätigkeit  in  neuer  Weise  gez-echt  würden.  Die  Vor- 
träge, die  er  dementsprechend  im  Wintersemester  1904/05  und  Sommersemester  1905 

gehalten  hat,  waren  von  vornherein  für  einen  weiteren  Kreis  bestimmt.  Galt  es  doch 
zugleich,  jene  Reform  vorschlage  für  den  mathematischen  Unterricht  allseitig  dar- 

zulegen und  zu  begründen,  die  er  Ostern  1904  vor  dem  Göttinger  Ferienkursus  skizziert 

hatte  und  die  der  Ausgangspunkt  der  einschlägigen  Arbeiten  der  Naturforscher- 
Unterrichtskommission  geworden  sind.  Immerhin  waren  die  Vorträge  so,  wie  sie 
gehalten  wurden,  noch  weit  davon  entfernt,  druckfertig  zu  sein,  weshalb  der  Ver- 

fasser seinen  damaligen  Assistenten  Herrn  Rudolf  Schimmack,  gegenwärtigen 
Probekandidat  am  Gymnasium  zu  Göttingen,  mit  der  Herausgabe  betraut  hat.  Charakte- 

ristisch für  die  dabei  gewählte  Darstellung  ist,  daß  die  Unterrichtsaufgaben  der 
höheren  Schulen  immer  im  Rahmen  des  gesamten  Unterrichtswesens  und  seiner 
historischen  Entwicklung  gesehen  werden. 

In  den  zwei  Teilen,  die  noch  folgen  sollen,  werden  Einzelausfühi-ungen  für  die 
verschiedenen  Gebiete  des  mathematischen  Unterrichts,  also  Aritlimetik,  Algebra, 
Analysis  und  Geometrie,  gebracht  werden.  Es  wird  kein  systematischer  Lehrgang 
angestrebt,  sondern  eine  freie  Krörterung  über  die  in  Betracht  kommenden  Bezie- 

hungen zwischen  Hochschul-  und  Schul -Mathematik,  unter  Darlegung  der  haupt- 
sächlichsten literarischen  Verhältnisse  und  des  historischen  Werdeganges.  Mancherlei 

Einzelheiten,  die  der  Verfasser  im  Laufe  der  Jahre  in  anderweitigen  Elementarvor- 
lesungen gegeben  hat,  sollen  mit  eingearbeitet  werden. 



Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig. 

Einführung  in  die  Vektoranalysis 
mit  Anwendungen  auf  die  mathematische  Physik. 

YoD  Dp.  Richard  Gans, 
Privatdozent  an  der  Universität  Tübingen. 

Mit  31  Figuren  im  Text.     [X  u.  98  S.]     gr.  8.     1905.     In  Leinwand  geb.  n.  M.  -2.80. 

Die  Entwicklung  der  modernen  Elektrodynamik  und  der  Elektronentheorie  erfordert  immer  mehr 
die  Kenntnis  der  Vektoranalysis.  Das  Büchlein  verfolgt  den  Zweck,  ganz  kurz  und  mit  alleiniger  Voraus- 

setzung der  Elemente  der  höheren  Mathematik  in  die  Kechenmethoden  der  Vektoranalysis  einzuführen. 
Um  die  Anwendbarkeit  dieser  Rechenmethoden  zu  zeigen,  sind  viele  Beispiele  ans  der  Mechanik,  Hydro- 

dynamik, osmotischen  Theorie,  Elektrodynamik  und  Elektronentheorie  gegeben;  dabei  sind  die  physi- 
kalischen Grundlagen  der  Theorien  nicht  etwa  vorausgesetzt,  sondern  auf  einfache  Weise  abgeleitet 

Elemente  der  Veittor-Analysis. 
Von  Dp.  A.  H.  Buchepcp, 

Privatdozent  an  der  Universität  Bouu. 

2.  Auflage.     [VIII  u.  103  S.J     gr.  8.     1905.     geb.  n.  oü.  2.40. 

Durch  die  Veröffentlichung  dieses  elementaren  Werkchens  glaubt  der  Verfasser  dem  Studierenden 
der  Physik  ein  Hilfsmittel  an  die  Hand  zu  geben,  das  ihm  das  Eindringen  in  die  mathematische 
Physik  ganz  wesentlich  erleichtern  und  sein  Wissen  auf  diesem  Gebiete  durch  eine  stärkere  Heranziehung 
der  Vorstellungskraft  zu  einem  lebendigeren  gestalten  soll.  Angesichts  der  Tatsache,  daß  grundlegende 
Abhandlungen  unserer  bedeutendsten  Gelehrten  in  neuerer  Zeit  in  zunehmendem  Maße  in  vektor- 

analytischer Form  verfaßt  werden,  muß  das  Erscheinen  eines  derartigen  elementaren  Werkchens  als 
besonders  zeitgemäß  bezeichnet  werden.  Das  Verständnis  der  Rechenmethode  hat  der  Verfasser  sich  stets 
durch  einfache  Beispiele  aus  der  Physik  zu  erleichtern  bemüht. 

Vorlesungen  über  die  Vektorenrechnung. 
Mit  Anwendungen  auf  Geometrie,  Mechanik  und  mathematische  Physik. 

Von  Dp.  E.  Jahnke, 
Professor  an  der  Königl.  Bergakademie  zu  Berlin. 

Mit  32  Figuren  im  Text     [XII  u.  235  S.]    gr.  8.     1905.    In  Leinwand  geb.  n.  Ji  5.60. 

Die  Vorlesungen  sollen  dem  Techniker  wie  dem  Physiker  eine  leichte  Einführung  in  die  Vektor- 

methodeu  bieten,  wobei  auf  eine  Einsicht  in  den  Zusammenhang  der  Begrifl'e  und  Definitionen  Wert 
gelegt  wird.  Die  vielseitige  Verwendbarkeit  des  Vektorbegriffs,  wie  er  von  Graßmann  geschaffen  worden 
ist,  und  der  vektoriellen  Differentialoperatoren  wird  au  dtr  Hand  eines  reichen  Übungsmaterials  sowie 
in  Verbindung  mit  zahlreichen  Anwendungen  auf  die  Statik  und  Kinematik  des  starren  Körpers,  auf 
Probleme  der  Graphostatik,  der  Elastizität,  der  Optik  und  insbesondere  der  Elektrizität  erläutert. 

Auch  dem  Mathematiker  will  das  Buch  Neues  bieten.  Die  neuere  Dreiecks-  und  Tetraeder- 
georaetrie  findet  ausgedehnte  Berücksichtigung.  Unter  den  Tetraederkonfigurationen  werden  vor  allem 
die  Konfigurationen  der  Möbius sehen  und  der  vierfach  hyperboloid  gelegenen  Tetraeder  erörtert,  die 
zur  Theorie  der  hyperelliptischen  Thetas  in  einem  einfachen  Zusammenhang  stehen.  Die  kinematisch- 

geometrische Erzeugung  der  ebenen  Kurven,  der  Raumkurven  und  der  Flächen  bietet  dankbaren  Stoff 
für  vektorielle  Behandlung.  Die  geometrische  Größe  zweiter  Stufe  wird  —  in  weiterem  Verfolg  eines 
zuerst  von  Herrn  F.  Klein  dargelegten  Gedankenganges  —  einmal  in  ihrer  Bedeutung  für  die  Statik  und 
Kinematik  des  starren  Körpers,  sodann  als  Bindeglied  zwischen  der  Mechanik  des  starren  Körpers  einer- 

seits und  dem  Staudt sehen  Nullsystem  und  dem  Pltickerschen  Linienkomplex  andrerseits  untersucht 

\ 



Verlag  von  B,  Gr.  Teubiier  in  Leipzig. 

Baclmianil,  Dr.  Paul,  Professor  in  AVeimar,  Zahlentheorie.  Versuch 
einer  Gesamtdarstellung  dieser  Wissenschaft  in  ihren  Hauptteilen. 
In   6  Teilen,     gr.  8. 

      I.  Teil:    Die   Elemente    der   Zahleutbeorie.      [XII    u. 
264    S.]      1892.      geh.    Ji.    6.40,    in    Leinwand    geh.    Jt    7.20. 

      IL  Teil:    Die   analytische    Zahlentheorie.     [XVIII  u. 

494    S.]      1894.      geh.    Jl.   12. — ,    in    Leinwand    geb.    Ji.    13. — 
      m.  Teil:   Die   Lehre   von   der  Kreisteilung   und   ihre 

Beziehungen  zur  Zahlentheorie.  Akademische  Vorlesungen.  Mit 
Holzschnitten  im  Text  und  1  lithogr.  Tafel.  [XII  u.  300  S.] 

1872.     geh.   JC.   7. — ,  in  Leinwand  geb.  Ji.   S  . — 
      IV.  Teil:  Die  Arithmetik  der  quadratischen  Formen. 

L  Abt.  [XVI  u.  668  S.]  1898.  geh.  Al8.—,m  Leinw.  geb.  JCld.— 
V.  Teil:   Allgemeine  Arithmetik   der  Zahlenkörper. 

[XXII  u.  548  S.]     1905.     geh.  J(  1 6  .  — ,  in  Leinw.  geb.  JO 7  . — 
[Fortsetzung  unter  der  Presse.] 

Bauer,  Geheimrat  Dr.  Gustav,  Professor  der  Universität  München, 

Vorlesungen  über  Algebra.  Herausgegeben  vom  Mathematischen 
Verein  München.  Mit  dem  Porträt  Gustav  Bauers  als  Titelbild  und 

11  Figuren  im  Text.  [VI  u.  376  S.]  gr.  8.  1903.  geh.  n.  JC  12  .  — , 
geb.  n.   Ji   13.  — 

Biermann,  Dr.  Otto,  Professor  an  der  k.  k.  Technischen  Hochschule  zu 
Brunn,  Elemente  der  höheren  Mathematik.  Vorlesungen  zur 

Vorbereitung  des  Studiums  der  Differentialrechnung,  Algebra  und 

Funktionentheorie.  [XII  u.  382  S.]  gr.  8.  1895.  geh.  n.  Ji  10.— , 
in  Leinwand  geb.  n.   Ji   11.  — 

   Theorie    der   analytischen   Funktionen.    [X  u.  452  S.] 

gr.  8.     1887.    geh.  n.  Ji  12.80,  in  Leinwand  geb.      n.  A  14. — 

BoMmann,  Dr.  G.,  Professor  in  Berlin,  Übersicht  über  die  wich- 
tigsten Lehrbücher  der  Infinitesimalrechnung  von  Euler 

bis  auf  die  heutige  Zeit.     [IV  u.   110  S.]     gr.  8.     1899.    geh. 

n.  Ji   4 .  — Bruns,  Dr.  Heinricll,  Professor  der  Astronomie  an  der  Universität 

Leipzig,  Grundlinien  des  wissenschaftlichen  Rechnens.  [VI 

u.  159  S.]  gr.  8.  1903.  geh.  n.  Jio.iO,  in  Leinwand  geb.  n.  Ji  -i .  — 
   Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  Kollektivmaß- 

lehre. [VIII  u.  310  S.  u.  Anhang  18  S.]  gr.  8.  1906.  In 
Leinwand  geb.  n-  ̂ //.   8.40. 

Burkhardt,  Dr.  H.,  Professor  an  der  Universität  Zürich,  Vorlesungen 

über  die  Elemente  der  Differential-  und  Integralrechnung. 
Mit  zahlreichen  Textfiguren.  [XII  u.  252  S.]  gr.  8.  In  Leinwand 
geb.  n.   Ji.   6  .  — 

Graefe,  Dr.  Friedricll,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Darm- 
stadt, Vorlesungen  über  die  Theorie  der  Quaternionen 

mit  Anwendung  auf  die  allgemeine  Theorie  der  Flächen  und  der 
LiBien  doppelter  Kiümmung.  [IV  u.  164  S.  mit  Figuren  im  Text.] 
gr.   8.      1883.     geh.  n.  Ji   3.60. 



Klein,  Dr.  F.,  Professor  an  der  Universität  Göttingen,  autographierte 
Vorlesungshefte.     4.     geh. 
I.  Ausgewählte  Kapitel  der  Zahlentheorie. 

Heft  1,  391  Seiten  (W.-S.  1895  90)1  ..   ,  .    -r, 

Heft  2;  354  Seiten  (S.-S.   18961       ̂ ^^ammen  n.  J
(.   14. oO. 

König,  Dr.  Julius,  Professor  am  Polytechnikum  zu  Budapest,  Ein- 
leitung in  die  allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Größen. 

[X  u.  .')r.4  S.'l    gr.  8.    1903.    geh.  A  18.—,  in  Leinw.  geb.  Jl.  20.— 
Kronecker,  Leopold,  Vorlesungen  über  Mathematik.  Heraus- 

gegeben unter  Mitwirkung  einer  von  der  Königl.  Preußischen  Akademie 
der  Wissenschaften  eingesetzten  Kommission.  Vorlesungen  über 
die  Theorie  der  einfachen  und  der  vielfachen  Integrale, 
herausgegeben  von  E.  Netto.      [X  u.  346  S.]     gr.  8.      1894.    geh. 

n.  A  V2.— 
Legendre,  Adrien- Marie,  Zahlentheorie.  Nach  der  3.  Ausgabe  ins 

Deutsche  übertragen  von  H.  Maser.  2  Bände.  2.,  wohlfeile  Aus- 
gabe. [I.  Band:  XVIII  u.  442  S.,  II.  Band:  XII  u.  453  S.]  gr.  8. 

1893.     geh.  n.  Ji.   12.— 
Einzeln:  jeder  Band  n.  M.  6. — 

Minkowsky,  Dr.  Hermann,  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität 

Göttiugen ,  Geometrie  der  Zahlen.  In  2  Lieferungen. 

L  Lieferung.     [240  S.]     gr.   8.      1896.     geh.  JC  ̂ .— 
[Die  II  Lieferung  befindet  sich  in  Vorbereitung.] 

Melunke,  Dr.  R.,  Professor  an  der  Königl.  Technischen  Hochschule  zu 

Stuttgart,  über  graphisches  Rechnen  und  über  Rechen- 
maschinen,   sowie    über   numerisches    Rechnen.      gr.    8.     In 

Leinw.    geb.        [I^  Vorbereitung.] 

Netto,  Dr.  Eugen,   Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  Gießen, 

Vorlesungen  über  Algebra.     2  Bände,    gr.  8.    geh.  n.  Ji.  28. — 
Einzeln: 

I.  Band.  [X  u.  388  S.]  189r,.  geh.  n.  JC 12 .  — ,  in  Leinwand  geb.  n.  Ji.  13 .  — 
n.     —     1.  Lieferung.      Mit  Holzschnitten  im  Text.      [192   S.]     1898. 
geh.  n.  JC  6. — 

IL     —     2.  Lieferung.    Mit  Holzschnitten  im  Text.    [XII  u.  S.  193— 519.] 
1899.     geh.  n.  J(.  10.— 

n.     —     (1.   und   2.  Lieferung,     geh.   n.   JC.  16.  — ,   in   Leinwand   geb. 
n.  JC  17.40. 

    Lehrbuch    der   Kombinatorik.     [VII  u.   260  S.]      gr.   8. 
1901.     In  Leinwand  geb.  n.  JC   9. — 

Serret ,    J.  -A.,     Handbuch    der     höheren    Algebra.       Deutsche 
Übersetzung    von    G.    Wertheim,    Lehrer    an    der    Realschule    der 
israelitischen  Gemeinde  zu  Frankfurt  a.  M.      2  Bände,    gr.  8.     geh. 

n.   JL    19.— Einzeln:    I.  Band.     [VEI  u.  528  S.]     2.  Auflage.     1878.        n.  M  9.— 
n.      —        [VIII  u.  574  S.]     2.  Auflage.     1879.      n.  .fC  10.— 

Sommer,  Dr.  J.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Danzig. 
Vorlesungen  über  Zahlentheorie.  Einführung  in  die  Theorie 
der  algebraischen  Zahlkörper.  Mit  4  Figuren  im  Text.  [VI  u.  361  S.] 

gr.   8.      1907.     In  Leinwand  geb.        ̂   n.  JL   11 . — 
Wertheim,  Gustav,  Elemente  der  Zahlentheorie.  |X  u.  382  S.] 

gr.  8.      1887.     geh.  n.   Ji.   8.40. 
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